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To calculate the correlation energy of an atom with N electrons we suggest the wave function 

xp-. 
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where A is the antisymmetrizer operator, <pl, <p2, .. . , qpw are one electron wave functions, and Wjk 
are correlation functions of the fol lowing f o rm: 

Wjk( 1, 2) = y c f ^ ' 1 ( r i - r 2 ) 2 m (r t + r 2 ) » (b) 
m, n, I 

where the constants c"lf.n'1 are variational parameters. The function (a) is a generalization of the 
wave function of HYLLERAAS for He. After a discussion of the properties of our function, an energy 
expression is derived. Numerical calculation is made for the ground state of the Be atom with the 
function 

V B e = y^j- A {<p! (rt) <p2{r2) <p3(r3) 9?4(r4) [1 + ct r12 + c2 r 3 4 ] } (c) 

where <p1 and <p2 a r e I s wave functions, rp3 and (p4 are 2s wave functions, rl, r2, r3 and r4 are the 
radial coordinates of the four electrons, r12 and r34 are the distances between the corresponding 
electrons, and cx and c2 are variational parameters. Using the one electron wave functions calculated 
by ROOTHAAN and coll. with the ROOTHAAN procedure, we got the energy value F = — 1 4 . 6 2 4 a. u. while 
t h e HARTREE-FOCK a n d e x p e r i m e n t a l v a l u e s a r e F H , F = — 1 4 . 5 7 0 a . u . a n d F e x p = — 1 4 . 6 6 8 a . u . r e s p e c -
tively. Thus the function (c) gives about one-half of the correlation energy of the Be atom. 

1 . P r o b l e m s t e l l u n g 

D i e B e r e c h n u n g v o n A t o m e i g e n f u n k t i o n e n ist b e -
k a n n t l i c h e i n e v o n d e n H a u p t a u f g a b e n d e r Q u a n t e n -
p h y s i k . D i e s e n B e r e c h n u n g e n l i e g t i n v i e l e n F ä l l e n 
d i e n i c h t - r e l a t i v i s t i s c h e ScHRÖDiNGER-Gleichung zu -
g r u n d e , d i e b e i f i x i e r t e m A t o m k e r n in a t o m a r e n 
E i n h e i t e n f o l g e n d e r m a ß e n l a u t e t : 

H xp = E xp , (1) 

w o b e i H d e n HAMiLTON-Operator 
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b e d e u t e t . 

D a e x a k t e L ö s u n g e n d e r G l . ( 1 ) n u r f ü r N = 1 
b e k a n n t s i n d , s i n d w i r b e i 7 V > 1 a u f N ä h e r u n g s -
l ö s u n g e n a n g e w i e s e n . D a s a m h ä u f i g s t e n a n g e w a n d t e 

N ä h e r u n g s v e r f a h r e n ( b e i A t o m e n m i t a b g e s c h l o s s e -
n e n E l e k t r o n e n s c h a l e n ) b e s t e h t d a r i n , d a ß m a n f ü r 
rp e i n e n D e t e r m i n a n t e n a n s a t z m a c h t , d e r aus E i n -
e l e k t r o n e n e i g e n f u n k t i o n e n a u f g e b a u t ist . D i e s e E i n -
e l e k t r o n e n f u n k t i o n e n k ö n n e n a n a l y t i s c h e F u n k t i o n e n 
s e i n , m i t e i n i g e n P a r a m e t e r n , d i e s ich a u s d e m E n e r -
g i e m i n i m u m p r i n z i p b e s t i m m e n l a s s e n . O d e r m a n 
k a n n m i t H i l f e d e s E n e r g i e m i n i m u m p r i n z i p s f ü r d i e 
E i n e l e k t r o n e n e i g e n f u n k t i o n e n e i n I n t e g r o d i f f e r e n -
t i a l g l e i c h u n g s s y s t e m h e r l e i t e n u n d d i e F u n k t i o n e n 
m i t e i n e m I t e r a t i o n s v e r f a h r e n b e r e c h n e n ( H A R T R E E — 

F o c K s c h e „ s e l f - c o n s i s t e n t - f i e l d " - M e t h o d e . D i e m i t 
d e r HARTREE—FocKschen M e t h o d e b e s t i m m t e n E i g e n -
f u n k t i o n e n l i e f e r n b e z ü g l i c h d e r E n e r g i e o d e r a n d e -
r e r A t o m e i g e n s c h a f t e n i m a l l g e m e i n e n g u t e R e s u l -
tate . E s e x i s t i e r t j e d o c h e i n e R e i h e v o n F ä l l e n , in 
d e n e n d i e m i t d e r HARTREE—FocKschen M e t h o d e g e -
w o n n e n e n R e s u l t a t e n i ch t b e f r i e d i g e n d s i n d 2 . 

* Der Inhalt der vorliegenden Arbeit stimmt im wesentlichen 
mit dem Inhalt der an der Ludwig-Maximilians-Universität 
zu München eingereichten Doktordissertation des Verfas-
sers überein. 

** Neue Adresse: Strawbridge Observatory, Haverford Col-
lege, Haverford, Pa., USA. 

1 Siehe: D. R. HARTREE, The calculation of the atomic struc-
tures, John Wiley & Sons Inc., New York 1957. 

2 Siehe z. B. die Bemerkungen über die HARTREE—FocKsche 
Methode in der Arbeit 8. 
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Es wäre daher sehr wünschenswert, eine Nähe-
rungsmethode zu besitzen, deren Genauigkeit keine 
solchen Schranken gesetzt sind wie diejenigen, die 
der Genauigkeit der HARTREE-FocKschen Methode 
gesetzt sind. 

Möchte man eine Näherungsmethode für Atome 
mit mehr als zwei Elektronen entwickeln, dann ist es 
zweckmäßig, zuerst zu untersuchen, welche Metho-
den bei den He-ähnlichen Atomen erfolgreich oder 
weniger erfolgreich gewesen sind. Es sind im we-
sentlichen zwei Methoden, die bei der Berechnung 
von Eigenfunktionen der Atome mit zwei Elektronen 
bisher öfters Anwendung gefunden haben: 1. Die 
Superposition der Konfigurationen3 und 2. die 
HvLLERAAssche Methode 4. Um die beiden Verfahren 
miteinander vergleichen zu können, haben wir in 
Tab. 1 die Resultate einiger, mit der Superposition 
der K o n f i g u r a t i o n e n b z w . mit d e m HYLLERAAsschen 
Ansatz durchgeführten Berechnungen zusammenge-
stellt. 

Diese Zusammenstellung zeigt, daß die H Y L L E R A A S -

sche Methode schneller eine gute Energie liefert als 
die Superposition der Konfigurationen: der HYL-
LERAAssche Ansatz gibt mit 6 Parametern schon eine 
bessere Energie als der kompliziertere, 20-parame-
trige Ansatz von N E S B E T und W A T S O N . Einige neuere 
Arbeiten haben außerdem gezeigt, daß die Genauig-
keit der HYLLERAAsschen Methode auch die Genauig-
keit der neuesten Messungen praktisch erreicht5. 
Trotz dieser Tatsachen sind bisher für größere 
Atome Eigenfunktionen praktisch nur mit Hilfe der 
Superposition der Konfigurationen berechnet wor-
den 6. Das HvLLERAAssche Verfahren ist bisher nur 
in zwei Fällen auf größere Atome angewendet wor-
den: J A M E S und C O O L I D G E haben die Eigenfunktionen 
des Li-Atoms (Â  = 3) mit einem HYLLERAAS-Ansatz 
berechnet7 und F O C K , W E S S E L O W und P E T R A S H E N ha-
ben gezeigt, wie die Korrelation zwischen zwei Elek-
tronen eines größeren Atoms mit der H Y L L E R A A S -

3 L.C.GREEN U. Mitarb., Phys. Rev. 104. 1593 [1956], -
R . K . NESBET U. R . E . WATSON. P h y s . R e v . 1 1 0 . 1 0 7 3 [ 1 9 5 8 ] . 
- H . SHULL U. P . 0 . LÖWDIN, J . C h e m . P h y s . 3 0 , 6 1 7 [ 1 9 5 9 ] . 

4 E . A . HYLLERAAS, Z . Phys. 5 4 , 347 [1929]. - S . CHANDRA-
SEKHAR, G . HERZBERG U. D. ELBERT, Phys. Rev. 9 1 , 1172 
[1953] ; 98. 1050 [1955]. - T. KINOSHITA, Phys. Rev. 105. 
1490 [1957]. - C.L.PEKERIS, Phys. Rev. 112, 1649 [1958]. 

5 T . KINOSHITA, Phys. Rev. 1 1 5 , 3 6 6 [ 1 9 5 9 ] . - C . L . PEKERIS, 
Phys. Rev. 112, 1649 [1958]. 

6 S . F . BOYS, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 2 0 1 , 1 2 5 [ 1 9 5 0 ] ; 2 0 6 , 
4 8 9 [ 1 9 5 1 ] ; 2 0 7 , 1 8 1 , 1 9 7 [ 1 9 5 1 ] ; 2 1 7 , 1 3 6 , 2 5 1 [ 1 9 5 3 ] : 
Phil. Trans. Roy. Soc. A 245, 95, 139 [1952]. - A. P. 
JUCYS, J. Exp. Theor. Phys. USSR 23, 129 [1952], -

Methode Energie 

H Y L L E R A A S 4 

C H A N D R A S E -
K H A R u n d 
Mitarb.4 

K I N O S H I T A 4 

Korrelations-
funktion 

2 Parameter 
3 Parameter 
6 Parameter 

10 Parameter 

40 Parameter 

- 2 . 8 9 1 2 0 
- 2 , 9 0 2 4 4 

2 , 9 0 3 2 4 
- 2 , 9 0 3 6 0 

- 2 , 9 0 3 7 2 

GREEN und Superposition von 
Mitarb.3 7 Konfigurationen 

NESBET und Superpostion von 
WATSON3 16 Konfigurationen 

20 Konfigurationen 

- 2 , 8 9 9 1 5 

- 2 , 9 0 0 2 9 
- 2 , 9 0 2 7 6 

Experimentelle Energie - 2 , 9 0 3 7 2 

Tab. 1. Die mit den verschiedenen Näherungen berechneten 
Energiewerte des He-Atoms in atomaren Einheiten 

(1 a. E. = 27,21 eV) . 

sehen Methode berechnet w e r d e n kann 8. Die guten 
Resultate, die bei den He-ähnlichen Atomen mit 
Hilfe d e r HYLLERAAsschen Methode g e w o n n e n s ind , 
deuten darau f h in . d a ß es sich l ohnen w ü r d e , d iese 
Methode auch auf g r ö ß e r e Atome a n z u w e n d e n . 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu zeigen, 
auf welche Weise die Methode von H Y L L E R A A S zur 
Berechnung von Eigenfunktionen beliebig großer 
Atome herangezogen werden kann. Zu diesem Zweck 
wird für Atome, deren Eigenfunktion in der HAR-
TREE-FocKschen Näherung eine SLATER-Determinante 
ist. eine Eigenfunktion vom HYLLERAAsschen Typ 
vorgeschlagen und der Energieausdruck mit ihr her-
geleitet. Als erste Anwendung der Theorie haben 
wir die Eigenfunktion und Energie des Be-Atoms im 
Grundzustand berechnet und mit den Ergebnissen 
früherer Berechnungen sowie mit dem experimen-
tellen Wert der Energie verglichen. 

A. P . JUCYS, V. KIBARTAS U . I . I . GLEMBOCKIS, J . Exp. Theor. 
Phys. USSR 27. 425 [1954], - V. KIBARTAS, V. KAVECKIS 
u. A. P . JUCYS, ebenda 29, 623 [1955]. - G . TSIUNAITIS U. 
A. P . JUCYS, ebenda 28, 452 [1955]. - I . I . GLEMBOCKIS, 
V. KIBARTAS U. A. P . JUCYS, ebenda 29, 617 [ 1 9 5 5 ] . -

7 H . M . JAMES U. A . S . COOLIDGE, P h y s . R e v . 4 9 , 6 7 6 [ 1 9 3 6 ] . 
8 V. FOCK M. WESSELOW U. M. PETRASHEN J . Exp. Theor. Phys. 

USSR 10. 723 [1940], Weitere Arbeiten über dieses Ver-
fahren: M. WESSELOW M. PETRASHEN U . A . KRICHAGINA J . 
Exp. Theor. Phys. USSR 1 0 . 857 [1940]. - M. WESSELOW 
u. M. PETRASHEN, J. Exp. Theor. Phys. USSR 10. 1172 
[1940] und A. P. JUCYS. J. Exp. Theor. Phys. USSR 23, 
371 und 357 [1952]. 



2. Eigenfunktionen mit Korrelations-Faktor 

Betrachten wir ein Atom mit N Elektronen. Seine 
Eigenfunktion sei in der HARTREE—Focnschen Nähe-
rung die SLATER-Determinante 

VF = 
l 

1/N\ 

<MD 
9-2(1) 

ViW) f2(AT) ( 3 ) 
<rir(l) • • • <rx(N) 

(Die cpx , cp2 , . . . , (pN seien orthonormierte Einelek- Zuständen — z. B. i und k 
tronenfunktionen, und die als Argument der Funk- Das geschah folgendermaßen. Die Determinante (3) 
tionen stehenden Zahlen sind Abkürzungen für die entwickelt man nach den Zeilen i und k: 

Bezeichnung der Elektronenkoordinaten qx , q2,.. ., 
qx, wobei q die Raumkoordinaten x, y, z und die 
Spinkoordinate zusammen bedeuten soll.) 

In der oben erwähnten Arbeit haben F O C K , W E S -

SELOW und P E T R A S H E N die Eigenfunktion (3) durch 
eine neue Eigenfunktion ersetzt, die es ermöglichte, 
die Korrelation zwischen zwei beliebigen Elektronen-

zu berücksichtigen. 

1 _ V f ( _ 1 ) i + A + m + , Viim) cpM) 
WT̂ i «=,„4-1 <( /.. ( m ) (pk (n) 

WY (3 a) 
m=1 n = m+1 

• D(<pi.,<Pi-i,<Pi + i,.. .,(Pk-u<Pk + i, - - -,<PN\ 1 , 2 , . . . , ( M - 1 ) , (m + 1 ) , . . . , (n- 1 ) , 

( n + l ) , . . . , AT). 
[D ist eine (N — 2) x (N — 2) -Determinante, die aus der ursprünglichen SLATER-Determinante dadurch ent-
steht. daß die Zeilen i und k und die Spalten m und n gestrichen werden.] 

F O C K , W E S S E L O W und P E T R A S H E N ersetzten in ( 3 a) die (2 x 2)-Determinante durch eine antisymmetrische, 
auf 2 normierte Zweielektronenfunktion Aik(qm, qn). Ihre Eigenfunktion war also 

N N 

2 2 (-l)i+k+m+nAk(rn,n)D(cPl,...,cPy\l,...,lX). 
' ' m = 1 n = m+1 

( 4 ) 

Die Korrelation läßt sich nun dadurch berücksichtigen, daß Aik z. B. die F o r m einer HYLLERAASschen Funk-
tion haben kann: 

<Pi(?i) <pdq 2) 
Akiqx q*) = 

Vkiqi) <pk{q-i) 
1 + V cstu (rt - r 2 ) 2 s (r1 + r 2 ) * r12u 

Die einfachste Verallgemeinerung des Ansatzes (4) ist die folgende: 
N N 

xp. 1 
VN\ A ^(1) cp2(2) ...<pN(N) l + v 2 Wji (Xj , r;) 

; = 1 l = j + 1 

( 4 a) 

( 5 ) 

wobei A der Antisymmetrisierungsoperator ist, und die fF'jyFunktionen den folgenden Bedingungen ge-
nügen : 

Wn(x,, r 2 ) = Wji(x2, r t ) , Wn(xx, r 2 ) = Wn(rt, r2 , r 1 2 ) . (5 a, b ) 

Die in der Funktion ( 5 ) in der eckigen Klammer stehende Größe ist der sog. Korrelationsfaktor. Die 
Funktion ( 5 ) reduziert sich bei verschwindenden ^ / - F u n k t i o n e n zur HARTREE-FocKschen Eigenfunktion. 
Die Funktion (5 ) ermöglicht die Berücksichtigung der Korrelation zwischen allen Zustandspaaren des 
Atoms. Zweckmäßig schreibt man die IF^-Funktion in der Form einer HYLLERAASschen Funktion: 

^p(r1,r2,r12)= (rt - r2)2s (rt + r2)< r 1 2 " . 
s,t, u 

(5 c ) 

Die Eigenfunktion (5) reduziert sich zu dem Ansatz von F O C K , W E S S E L O W und P E T R A S H E N , wenn alle Wp-
Funktionen bis auf eine Null sind. Um dies zu zeigen, schreiben wir xp in der folgenden Form 

<P.x(N)} 
]/N\ 

, 2 y Äfaa)...<pAN)wn(j,i)} 
;'=1 l=j+1 

= V F + V V y y { _ 1 ) } + i + m + n V ; 7 ( m , n ) 
—1 - —' —' (pi(m) cpi(n) ;'=1 l=j-1-1 m = 1 «=;«+l 

xD((px,... ,(pj-i,<pi + i , . . . , <pi_lt<pi + 1,...tq>N\lt...,m-l,m+l,...tn-ltn + l , . . . , N ) . 



Es seien nun alle Wji = 0 bis auf Wik und wir entwickeln ip? nach den i-ten und A;-ten Zeilen, dann wird 

^ V V ( . n i + A + m + J ^ W <Pi(n) n , m , , , 
V - VNT L L * m r \ m ( \ V + Wik{m,n)] 7 

vly- m = \n = m + \ | < m ™ ) <Pk\n) \ 

x D { ( p x , . . . (pi + 1 , . . .,(pk-i ,<Pk + i» • • • > <Pti | 1». • • + 1,... , n - 1, n + 1,.. .,N). 

Die Eigenfunktion (7) ist mit der Funktion (4) identisch, wenn wir Aik in der folgenden Form schreiben 
<Fi(l) <Pd2) i 
V k ( l ) V k i 2 ) | + ( 7 a ) 

Es sei an dieser Stelle auf den Zusammenhang zwischen der Funktion (5) und der von LENNARD-JONES und Mitarb. 
vorgeschlagenen Eigenfunktion hingewiesen9. LENNARD-JONES und Mitarb. haben als Erweiterung der H A R T R E E -
FocKschen Näherung die folgende Eigenfunktion vorgeschlagen: 

1 ~ 
V L = - A {yj12fo, R2) r]+(o1) rj_{os) V A I U » . ^ ) V- (°4) • • • VN-i.N(tN-i, ^ + ( Ö . V - I ) r)_(oN)}, 

(8) 

wobei die Zweielektronenfunktionen xpik der Bedingung Wik (^1,^2) = tpik{f2, Tj) genügen, und r] + und 
r] _ die zwei verschiedenen Spinfunktionen sind. Es sei nun ipik = Wi(i) ipk(k) [1 + Wjk(i, A;)] mit ipi^ifk und 
W ik(i,k) =W ik{k,i) und es sei <Pi = WiV + , <p2 = Wz*]-•>••••> = Wx VDann wird aus (8) 

VL = y^v A {cp, (1) . . . <pN (N) [1 + Wlt (1, 2) ] [1 + r 3 4 (3, 4) ] . . . } (9) 

= yN] Ai^i 1 ) . . . w(N) [1 + w12+w34+ . . . + r 1 2 r 3 4 + w12 r 5 6 + . . . ) } . 

Die Eigenfunktion von LENNARD-JONES enthält also die JF-Funktionen nicht nur linear, sondern auch deren Pro-
dukte. Die Eigenfunktion (9) ermöglicht andererseits nicht die Berücksichtigung der Korrelation zwischen allen 
Zustandspaaren des Atoms, z. B. die Korrelation zwischen den Zuständen 1 und 3 läßt sich nicht berücksichtigen. 
Die Eigenfunkiton (5) ist also einfacher und zugleich allgemeiner als der Ansatz von LENNARD-JONES und Mitarb. 

Formal besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Ansatz (5) und der Methode der 
Superposition der Konfigurationen. Betrachten wir die Formel (6) und führen wir statt der Funktion 
[<f>j(m) cpi(n) —cpj(n) <pi(m)] Wji{m,n) die Funktion (Pß{m,n) ein10. Unsere Eigenfunktion wird dann 

j V N TV TV 
V = VY + " W t 2 2 2 2 ( — \)m+n+i+l <Z>®j(m, n) x D ( ( p x , . . . 11 , . . . ) . (10) ' ' ;=1 Z=7+l m = 1 n = m+1 

Diese Eigenfunktion wird eine Superposition der Konfigurationen darstellen, wenn die Funktionen $ 
entsprechend gewählt sind. 

Dies läßt sich am einfachsten an Hand eines Beispiels erklären. Betrachten wir z. B. den Grundzustand des Be-
Atoms. In der H A R T R E E - F o c K S c h e n Näherung ist die Konfiguration des Atoms (ls)2 (2s)2. Wir bezeichnen die 
ls-Funktion mit ipt , die 2s-Funktion mit xp2 • Dann wird die HARTREE—FocKsche Eigenfunktion 

W ~A ( 1 ) W l { 2 ) v - ( 2 ) V 2 ( 3 ) r ]+ ( 3 ) v ' 2 ( 4 ) ^ - ( 4 ) } • 

Wir erweitern die H A R T R E E — F o c K s c h e Näherung durch die Konfigurationen (ls) (3s) (2s)2 und (ls)2(2s) (3s). Die 
Eigenfunktion für das (3s) sei xp3 . Die Eigenfunktion, die die Superposition dieser drei Konfigurationen darstellt, 
wird nun eine Funktion vom Typ (10) sein: 

TV TV 
ys = VF+ —= 2 2 ( - l ) 1 + 2 + m + B # i °(rn,n) D22(l,... ,m — l, m + 1,... ,n — l, n + 1 , N ) 

* ' m=1n=m+1 

+ W 2 2 Dn(l,...,m-l,m + l , . . . , n - l , n + l , . . . , N ) , 
' ' m=1n=m+1 

9 J . LENNARD-JONES, A . C . HÜRLEY u. J . A . POPLE, Proc. Roy. 10 Die Funktion braucht, außer daß sie den üblichen 
Soc., Lond. A 3 2 0 , 446 [ 1 9 5 3 ] . Randbedingungen genügt, nur antisymmetrisch zu sein. 



wobei (ZV (m, n) = [xpt (m) ip3 (n) + xpt (n) xp3 (m) ] [rj + (am) rj _ (o„) - ^ + (a„) rj _ (om) ] , 

02° (m, n) = 0 2 (m) (n) + xp2 (n) ip3 (m) ] [rj + (aTO) r? _ (o„) - 7? + (o„) ^ _ (om) ] 

und D Cl 21 — ! Wi^X) V + (1) xp2(2)V+(2) n n _ I Vitt) V+ (1) V i (2)»7+(2)| 

Wir gehen nun zur Diskussion der Eigenschaften 
der Eigenfunktion (5) über. 

a) Die Erweiterung des Hartree-Fockschen An-
satzes mit dem Korrelations-Faktor ändert nicht 
die Impulsmoment- und Spinquantenzahlen des ur-
sprünglichen Ansatzes. 

Bezeichne £ den Operator des Gesamtdrehimpul-
ses, S den Operator des Gesamtspins und es sei 

77(1, 2 , . . . , N) = <p± (1) <p2(2)... <ps(N) 

und 

F ( 1 , 2 , . . . , A 0 = 1 + 2 2 Wj i i j j , TI , Tji). 
; = 1 Z=;'+l 

Wir nehmen an, die FocKsche Eigenfunktion ist 
eine Eigenfunktion von £2 , £ z , S2 und S

z
, d. h. z. B. 

£ 2 V F = T , ( L + 1 ) ( 1 1 ) 

S2 V F = S (S + l) h2 xpF , usw. 

Wir behaupten also, daß dann auch 

£rxp = L{L+\) h2ip, wobei xp = A(nF). (12) 

Die Eigenfunktion xpF = A 77 ist infolge des Anti-
symmetrisierungsoperators eine Summe von Funk-

tionen. Bezeichnen wir die verschiedenen, durch den 
Operator A erzeugten Funktionen mit 77 x , 7 7 2 , . . . 
usw. Es sei z. B. 

77, = 77(1, 2 , . . . , , N ) , 
772 = - 7 7 ( 2 , 1 , . . . , 7V) usw. 

Die Eigenfunktion xp ist ebenfalls eine Summe von 
Permutationen, die wir mit Ilx Fx , 772 F2 usw. be-
zeichnen, wobei 

F1 = F( 1 , 2 , 3 , . . . , / V ) , F2 = F(2,1,3,...,/V) USW. 

Gl. (11) bedeutet also das folgende: 

a W F = £ 2 A n = c - Z n P = L ( L + i) h 2 Z n „ 
p p 

( H a ) 

und Gl. (12) hat die folgende Bedeutung 

e-xp = £ 2 Ä ( I I F ) ( 1 2 a ) 

=&ZnpFp=L(L + i)h2]?npFp. 
v p 

Aus Gl. (11 a) folgt Gl. (12 a), falls 

£ 2 (77p Fp) =Fp £2 Tip (13) 

für alle Permutationen. 

Die Belation (13) läßt sich leicht beweisen. Multiplizieren wir zuerst von links die Funktion 77PFP mit 
der z-Komponente des Drehimpulsoperators: 

Es sei nun daran erinnert, daß die Funktion Fp Funktion der Elektronenradien r x , r2 , . . . , r,v, weiterhin 
Funktion der Elektronenabstände r12 , r13 , . . . , r,y_ i, N ist. 

Infolge der Anwesenheit der Elektronenabstände wird der zweite Summand der Gl. (14) eine Summe 
von Ausdrücken vom Typ 

% X k °FP drkj 3Fp 3rkj | x 3Fp 3rkj 3Fp 3rkj 

3 rkj dyk 3 rkj dxk 1 3 rkj dyj 1 3 rkj 3 xj 

sein. Mit Bücksicht darauf, daß 

h 3 F 1 erhalten wir (15) = 
i 3 r k j rkj 

rkj = { ( x k - Xj) 2 + ( y k - Vj)2 + (zk - Zj) 

[>* (yk - Vi) - Vk (xk - Xj) - Xj (;yk - yj) + ( x k - Xj) ] = 0 . 



Wegen der Abhängigkeit der Funktion Fp von den 
Elektronenradien r1, r2 , . . . , r^ erhalten wir in dem 
zweiten Summanden der Gl. (15) Ausdrücke vom 
T y p 

X k 3rjt _ 3 F p 3r& \ ^ 
3 Tk 3 yk 3 Tk 3 xk J : 

die ebenfalls Null sind, da 

(16) = 
ork rk rk 

(16) 

Gl. (14) ergibt also £Z(1IP F,,) = Fp £z II,,. (17) 
Hieraus folgt £* (IL„ Fp) = Fp £z- IIp 

und daraus schließlich £ 2 ( / / „ F „ ) = Fp £ ä Up . (18) 
Das ist aber Gl. (13), die zu beweisen war. 

Die Behauptung bezüglich der Spinquantenzahlen 
der Eigenfunktionen ist trivial, da der Korrelations-
faktor nicht von den Spinkoordinaten abhängt. 

b) Wir schreiben die Korrelations-Eigenfunktion 
wieder in der Form (10) : 

V - V F + - , / a m 2 2 2 2 ( - 1 )i+I+m+n n) (19) 
' ' 7 = 1 l=j+1 m = 1 n=m +1 

xD{(pl,...,cpj_-i,cpj^l,...,(pi_x,(pi + 1 , . . .,(pN\ 1 , . . . , / n - 1 , 771+ 1 , . . . , n - 1, n + 1 , . . . , N), 

wobei (1 ,2) = 1 ^ ( 1 , 2 ) . 
P i ( l ) <Pt(2) 

(19 a) 
Die Eigenfunktion ( 1 9 ) ändert sich nicht, wenn wir 
die Funktionen <Ij(ji auf die orthonormierten Funk-
tionen 

9vx, cp2 . . . . , rpj _ i , <pj + \, ...,<PI-I,(PI + I,.-.,(PN 

mit dem Schmidtschen Prozeß orthogonalisieren. 

Mit anderen Worten: Die Eigenfunktion (19) än-
dert sich nicht, wenn wir die Funktionen durch 
die Funktionen Qji ersetzen, die den folgenden Or-
thogonalitätsrelationen genügen: 

/ $,i(q,q) <Ps*{q) &q = 0 s=f=j,l 

Die Funktion (Pji läßt sich aus dem folgender-
maßen bilden: 

*ii(q,q) = [ 1 ~Qii(q,q')] $ i i q , q ) , ( 2 1 ) 

wobei 

Q}l(q,q) = Qji(q) + Qn{q) - Qn{q) Qit(q') 

und 
(21a) 

Qjl(q)f(q)= YVsiq) Jcps* (q) f (q) dq'. ( 2 1 b ) 
S=1 

(20) 

[Es läßt sich leicht nachrechnen, daß die durch die 
Formel (21). (21 a) und (21 b) definierte Funktion 
typ tatsächlich den Relationen (20) genügt, bei be-
liebigen .] 

Ersetzen wir nun in der Funktion (19) durch p . Unsere Behauptung ist also, daß 

rp = xpF + 1 2 2 2 2 (-^)j+l+m+n^Ji(m,n)D(cp1,...\\,...) ( 2 2 ) 
' ' 7 l> j m n>m 

= vJv, 2 2 2 2 ( ~ 1)7+'+»«+» <Pjt(m, n) D{(px,... 1 1 , . . . ) . 
' ' j l> j m n > m 

Um (22) zu beweisen, müssen wir zeigen, daß 

y ^ { - \ ) i + l + m + n Qn(m,n) {m,n) D{<pt,... | 1 , . . . ) = 0 (für jedes j und / ) . (23) 
in n> m 

Die Relation (23) läßt sich folgendermaßen beweisen: Zuerst seien die Einelektroneneigenfunktionen (pt, 
cp2,..., cp\ durch die Funktionen 9?jv + i , <PN + 2 »• • • z u einem vollständigen System ergänzt. Dann entwickeln 
wir nach den aus diesem vollständigen System ausgewählten Zweielektronenfunktionen: 

CO o o 

^ ( 1 , 2 ) = V 2 a8t[q>,{l) <pt(2)-99,(2)^(1)]. ( 2 4 ) 
s=1<=s+l 



Wir setzen jetzt (24) in (23) ein und erhalten auf Grund der Definition des Operators ß ; 7 ( l , 2) : 
N N oo oo 
y 2 ( - W + l + m + n n » { m , n ) y V ast[<ps{m) <pt{n) - <ps(n) <pt(m)] 

m = 1 n=m+1 s=l <=s+l 

Vl{2) . . . V1(N) 

N oc N oo 

2 2 - 2 I 
S=1 t = 1 S=1 t = s+l 

astX 

s =j= /, / 
t^FjJ 

<P1-i(l) <?>j-i(2) 

Vt( 1) <Pt(2) 

VN(1) r .v (2 ) 

(25) 

Dieser Ausdruck ist aber Null, und zwar bei belie-
bigem j und / , da in jeder auftretenden Determi-
nante wenigstens zwei Zeilen gleich sind. Damit ist 
die Relation (23) und zugleich audi die Relation 
(22) bewiesen. 

3. Die Berechnung des Energieausdruckes 

Unsere nächste Aufgabe ist die Berechnung des 
Energieausdruckes mit der Eigenfunktion (5). Wir 
nehmen an, daß die IF-Funktionen das Produkt 
eines Variationsparameters und einer vorgegebenen 
Korrelationsfunktion sind, d. h. 

mit (29) 
i=i 

Nr- „ 1 , N N 

und ?, + 2 2 h -
N 

2 
i = 1 

Dann erhalten wir 
v k2fxp*(q) T( r) xp(q) d q + kfxp*(q) U (t) rp (q) d q 

i=\ z=i 
j*i 

(30) 

( 3 1 ) 

Wjiirj, r,, r j 7 ) = c j 7 fH (r ;- , rx, rn). (26) 

Die Eigenfunktion (5) sei außerdem erweitert durch 
einen Skalenfaktor k, der als zusätzlicher Variations-
parameter bei der Berechnung der Energie dienen 
soll. Wir benutzen also die Eigenfunktion 

/ xp* (q) xp (q) dq 

wobei xp(g) die Eigenfunktion (5) ist: 

1 i.i JJ 

Der Kürze halber schreiben wir nun die Eigenfunk-
tion (31) in der Form 

M 
xp = V C a Z a , (32) 

xp0 = k3Nl'2xp(k q) , (27) 

wobei xp(q) die Eigenfunktion (5) mit den JF-Funk-
tionen (26) ist, und k q die Koordinaten k qx, 
k q2 , . .., k qx bedeutet. 

Der Erwartungswert der Energie des Atoms wird 
fxp0*Hxp0dq 

/ V o * Wo dq 
(28) 

wobei c0 = l , %0 = xpY ; die Indizes a sind jetzt Ab-
kürzungen für die Indizes j und / , d. h. 

Za= - j - - Ä{<PX{\) ...cpN(N)fa} ( a * 0 ) . (33) 

Der Energieausdruck (30) wird mit diesen Bezeich-
nungen 

W 2 cacßJza'TXßdq+k 2 cacß!x;uxßdq 

mit dem ÜAMiLTON-Operator (1) und der Eigen-
funktion (27) {dq = dql'dq2-dq3- . . . -dg.v) • Wir 
schreiben den HAMiLTON-Operator in der folgenden 
Form: 

H = T + U 

E = 
2 cacßf I* xß dq 

(34) 

Die Eigenfunktionen cpx , (p2 , . . . , cpx und die Kor-
relationsfunktionen fj; betrachten wir als bekannte, 



vorgegebene Funktionen. Um die Energie E zu be- Die Gleichung besitzt nur dann eine nichttriviale 
rechnen, müssen wir also die Parameter k und ca Lösung, wenn die Determinante des Systems ver-
bestimmen. 

Diese bestimmen wir aus dem Energieminimum-
prinzip. Zu diesem Zweck schreiben wir den Energie-
ausdruck in der Form 
E V Ca Cß Saß = k2 y Ca Cß T aß + k ^ C a C ß Uaß , ( 3 5 ) 

2,ß a,ß a.,ß 

wobei wir die Bezeichnungen 

Saß = J la Iß d q , 

Taß= J la T '/J dq 

und Uaß= j la U Iß dq 

schwindet. Es muß also gelten, daß 
det[k2Taß + kUaß-ESaß]=0 (39) 

(a,ß=l ,...,M). 
Gl. (39) stellt einen Zusammenhang zwischen k und 
E dar. Wir suchen denjenigen Ä-Wert, der die Ener-
gie zum Minimum macht. Das geschieht folgender-
maßen. Man wählt verschiedene /c-Werte, und be-
rechnet zu jedem k dasjenige E, das die Determi-
nante (39) zu Null macht. Von den verschiedenen E 
wählt man dann den tiefsten Wert aus. 

Unser Ziel ist nunmehr die Berechnung der Ma-
trixelemente Taß, Uaß und Saß. Bekanntlich gelten 

eingeführt haben. Differentiation nach ca ergibt das die folgenden Relationen 
Gleichungssystem 
1 3 E 
2 3 (36) 2 C<* Cß Saß + E 2 C/? ^ a ß 

a a.ß ß 

= k2 ^ Cß Taß + A y Cß Uaß . 

Taß — J la Yi-Ui) 
i= 1 

Iß dq (40) 

N f Z a ' ( - M i ) Iß dq 

Die Forderung, daß die Energie als Funktion der 
Parameter ca ein Minimum annehme, ist gleich-
bedeutend mit den Gleichungen 

U aß — f la I 1 ' ' 
i = 1 

1 'v V l 
2 h rji 

iß&q 

= NI la- ( - * )lßdq+ N-{N~l) I I : V Xß d<7, 
(41) 

dE/dca = 0 ( a = l ,...,M). (37) r . , Saß= J la Ißdq. (42) 
Mit Rücksicht auf (37) folgt aus (36) das Glei- w r , , . . . , , . . , . . v ' n v ' wir berechnen zuerst diejenigen Matrixelemente, in 
chungssystem 
V Cß[k2Taß + kUaß~E Saß] = 0 (« = 1, . . . , M) . 

welchen a und ß das gleiche Indexpaar — sagen wir 
i und k — repräsentieren. Betrachten wir die Dichte-

(38) funktion 

M L 2) = -jLJ Ä{q>\{\) cpi (2 )...<PN{N) fik(i,k)} (43) 

x i { ^ i ( l ) q>2(2) ...<pN(N) fik(i,k)}dq3dq4...dqN. 

Wenn wir die Bezeichnung (19) wieder einführen, wird 

1 ^ J] y (_i)<+*+m+n <$ik{m,n) Dik{m,n) 
AM 

(44) 

N N 

X j ] 2 (-l)i+k+s+t<P?k(s,t)Dik(S,t)dq3...dqN, 
s=1 

wobei 
Dik(m, n) =D(cp1,... ,(PI-I,<PI + I , ( f k - I , <Pk + I , • • -,<PN\ 1» • • >,M- 1, m+ 1, . . . , n - L,N+ 1 , . . N ) . 

Die Funktion (14) läßt sich leicht berechnen, wenn 
wir von der in dem vorigen Kapitel erörterten Or-
thogonalitäts-Eigenschaft der Eigenfunktion Ge-
brauch machen. Wir ersetzen ( q , q ) durch die 

Funktion <Pik(q, q ) , wobei 

®ik(q, q) = [1 -Qikiq, q)] ^ (q, q) (45) 

mit dem in den Gin. (21 a) und (21 b) definierten 



Q i k . Da diese Substitution die Eigenfunktion nicht 2) die Zweielektronenfunktionen genügen den Be-
ändert, wird sich dadurch auch die Dichtefunktion dingungen 

/ *ik{q,q) <Ps*(q') Aq' = 0 , ( * ~ J' ' ' ' ' N 1 ( 4 7 ) 
ßi&(l,2) nicht ändern. Bei der Berechnung des In-
tegrals (44) sind also die folgenden Bedingungen 
zu beachten: , , , r ,.C\ und haben die r orm (45). 
1) Die Einelektroneneigenfunktionen sind ortho- r». i . £ , ^ .. j M , > j . D Die Dichtefunktion Qik (1, 2) mit den INebenbedin-
normal: 

/ <P*(q) <Pk(q) dq = dik, 

gungen ( 4 5 ) , ( 4 6 ) und ( 4 7 ) wurde von F O C K . W E S -

( 4 6 ) S E L O W und P E T R A S H E N berechnet8. Man erhält 

1 
A(/V-l) 0 ; , ( 1 , 2 ) $ « ( 1 , 2 ) + 

+ y |<MD|2 / |^- (2 ,3 )| 2 d^3+ y \q>u(2)pf |<^( l ,3 )| 2 dg 3 ( 4 8 ) 
u=1 u=1 

u 4= i,k u 4= i,k 

- ^ V u i D V u W / ^ ( 2 , 3 ) <Z>i&(l,3) d<jr3- XVuW <Pu(l) f & a { h 3 ) $ » ( 2 , 3 ) dg, 
u= 1 

u 4= i,k 

u1 n * , v v ^ « ( i ) ( 2 ) 2) 
+ 2 / I # < * ( 3 , 4 ) - d g 3 d g 4 x 2 j\ • 

M=1 u * 

u, 4= i, fc 

Wir berechnen nun auch die Dichtefunktion £>»(1) : 

Qik (1) = / o i Ä ( l , 2 ) d < 7 2 = - l j / |$ iÄ(l,2)|2d<72 + * / |0 i f c(2,3)|2dg2dg3 f > M ( l ) | 2 } . (49) 

Aus (49) erhalten wir schließlich = f Qik( 1) = ^ J | $ « ( 1 , 2) |2 dgt dq2 . 

u =1= ik 

(50) 

Mit Hilfe der Formeln (40), (41), (42), (48) und (49) und (50) erhalten wir die gesuchten Matrix-
elemente: 

Tik,ik= jyfÄ{<p\...vNÜh}TÄ{cpx...cpNfik}dq = J &'k (1,2) [ - 1 ^ 1 ^ . ( 1 , 2 ) dq,dq2 (51) 

+ hf | 4) |2 dg3 dqA X f c p l (1) [ - I J , ] cpu( 1) d 9 l , 
u=1 

u 4= i,k 

Utk. ik = J a ! , a {<p\ • • • <PN file} U Ä{(px...<px fik} d q 

= [ 0 a (1,2) [ - ^ - 1 <P»(1,2) dqxdq2 + V / 0 * , ( 1 , 2 ) 1 2) d ^ dfc 
ri J ^ ri2 

+ y f I 9 ' M ( 2 ) |2 - V - | & I K ( L , 3 ) |2 dqx dq2 D G 3 — Y [ ^ ( 1 ) ^ ( 2 ) 1 0*k ( 2 , 3 ) < P » ( 1 , 3 ) dqt dq2 dqs 

U=i ^ U=1 r " 
U 4= i, k u 4= i. Je 

+ |/l<2>*(3,4)|2d<?3d<?4 | 
1m = 1 
u 4-- i,k 

/ V A . 
+ 2 2 / ' 

^u( l ) d^i 

9M1)|2|<M2)|2-<M1) 9>u*(2) <?V(1) ^ ( 2 ) 
*"l2 

dg, d^2 

und schließlich S I F T > » = — / i { < p l . . . ^ / » * } ^ . . . ^ V /IFC} dg = O » = | J | 0 I Ä ( 1 , 2 ) |2 d ^ dg2 . ( 5 3 ) 



Wir berechnen nun diejenigen Matrixelemente, bei denen a die Indizes i und k, ß die Indizes k und j 
repräsentieren. Zu diesem Zweck definieren wir zuerst die Dreielektronenfunktionen <Pikj(l, 2, 3) und 
&ikj(l, 2, 3 ) folgendermaßen: 

< % ; ( 1 , 2 , 3 ) = <Pik(l,2) <pj(3) - # i f t ( l , 3 ) <p,(2)+<Pik(2,3) <p,( 1), (54) 

fA/c;(15 2, 3) = (1 ,2) g>,(3) - $ « ( 1 , 3 ) ^ ( 2 ) +<P W (2 ,3 ) p f ( l ) . (55) 

Infolge der Bedingungsgleichungen (46) und (47) genügen diese Funktionen den folgenden Relationen: 

/ $ » , ( 1 , 2 , 3 ) ^ ( 3 ) ^ 3 = 0 ( 5 6 ) 

/ 0 a i (1, 2, 3) cp* (3) d 7 s = 0 = ^ y • •' N } . (57) 

Wir müssen nun die folgende Dichtefunktion beredinen: 

oikj(l, 2 ) = ^ / A {cpi ( 1 ) . . . ^ ( /V) f*k (i, k) }Ä { ^ ( 1 ) . . . cpN{N) fkj(k, j) } d g 8 dg,... d qN ( 5 8 ) 

läßt sich mit Hilfe der Funktionen (54) und (55) in der folgenden Form schreiben: 

o i Ä J - ( l , 2 )= -LZ* 2 2 2 ( - l ) i + k + i + s + t + » $ * k j (s,t,u) (59) 
' J s t>s u>t 

X (5, t,u) 2 2 2 ( - r ) Dikj(p, q, r) dq3 dq,... d qN . 
P T>q 

Hier ist Dikj(s, t, u) eine (N — 3) x (N — 3) -Determinante, die aus der ursprünglichen (/V x N) - S L A T E R -

Determinante dadurch entsteht, daß die Zeilen i, k und j und die Spalten s, t und u gestrichen werden. 
Außer der Größe (59) braudien wir noch die Funktion 

Qikji 1) = f Qikj{l,2) dq2 (60) und das Integral Qikj= j Qikj{\) d ^ . (61) 

Integrale vom Typ (59), (60) und (61) mit den Nebenbedingungen (56) und (57) sind von J U C Y S be-
rechnet worden n . 

Mit Hilfe dieser Integrale lassen sich die uns interessierenden Matrixelemente berechnen. Wir gehen 
hier nicht auf die langwierigen Einzelheiten der Berechnungen ein. sondern geben sofort die Resultate an. 

Wir erhalten Tik> kj = ^ J A {<p\... cp*N f*k] T A {cp1... <pN fkj) dg 

= \ J 0*ikj ( 1 , 2 , 3 ) [ - 1 Ax] <Pikj ( 1 , 2 , 3 ) dgi dq2 d q 3 ( 6 2 ) 

+ l f 0 i ( 1 , 2 , 3 ) ( 1 , 2 , S)dqidqtdq9 2 f<Pu(Dl-hJi]<Pu(l)dqi, 
61 J u=l 

u =t= i, k, j 

uik, kj — ^ f Ä{cp\... cp\- f*k} U A ( 9 ? ! . . . cpN fkj] dg ( 6 3 ) 

= l f & * k j ( 1 ,2 ,3 ) [ - * p t t i ( l , 2 , 3 ) dqxdq2dq3+\j<P*kj ( 1 ,2 ,3 ) - V 0 ^ ( 1 , 2 , 3 ) dgidq2dq3 

+ l 2 / \ < P u { 2 ) \ 2 1 &*iki d ' 3 ' 4 ) fAvc;( l ,3,4) d f c d f c d f c d f t " fl 9 u = 1 
u 4= i, k, j 

2/<?„(!) ^ ( 2 ) 1 Q*ikj ( 1 , 3 , 4 ) 4>ikj(2,3A)dq1dq2dq3dqi 2 j ^ ' - r 1 " 
u * i,k, j 

11 Siehe die unter Anm. 8 erwähnte Arbeit von JUCYS. 



f N 
+ /"$**,• (1, 2, 3) $«,• (1, 2, 3) dg, d g2 dg3 2 / cpi (1) <p«(l) 1 

u 4= i,k,j 
N N 

+ 1_ y y C \^(T)\*\vv(2)\*-<pua) y«'(2) <pv*( 1) <pv(2) ^ dg2 ' 
2 1 M 4= » 

u 4= 
und schließlich Sik>kj = Qikj = ^ f & l k j (1 ,2 ,3 ) $ « , ( 1 , 2, 3) dgx dg2 dg3 . (64) 

Wir brauchen schließlich diejenigen Matrixelemente, bei denen die Indizes a und ß zwei verschiedene Index-
paare [sagen wir (i, h) und (/, Z) ] repräsentieren. Diese Matrixelemente können genau auf die Weise be-
rechnet werden wie die Integrale (51), (52), (53), bzw. (62), (63) und (64). Wir brauchen zuerst die 
Dichtefunktionen 

, o « „ ( 1 , 2 ) = f Ä{cpx... cpN / « } A {cp1... cpN / „ } d g 3 d g 4 . . . d qN ( 6 5 ) 

und Qikji(1) — / Qikiiil, 2) dg2 (66) und das Integral £«j7 = / ( 1 ) • (67) 

Wir definieren nun Vierelektronenfunktionen $ « „ ( 1 , 2 , 3 , 4 ) und $ « „ ( 1 , 2 , 3 , 4 ) folgendermaßen: 
$ « „ ( 1 , 2, 3, 4) = $ « ( 1, 2) piji(3, 4) - $ « ( 1 , 3) ^„ (2 , 4) (68) 

+ $ « ( 1 , 4 ) / / „ ( 2 , 3 ) + $ « ( 2 , 3 ) yuj,(l,4) - $ « ( 2 , 4 ) / z „ ( l , 3) + $ « ( 3 , 4 ) / / „ ( 1 , 2 ) 

$ « „ ( 1 , 2 , 3 , 4 ) = , a « ( l , 2) $ „ ( 3 , 4 ) - / / « ( l , 3 ) $ „ ( 2 , 4 ) (69) 
+ ^ « ( 1 , 4 ) $ „ ( 2 , 3 ) + / / « ( 2 , 3 ) $ „ ( 1 , 4 ) — y"«(2, 4) $ „ ( 1 , 3) + juik(3, 4) $ „ ( 1 , 2 ) 

mit just{ 1 ,2) = ¥><(1) <C/(2) 

Infolge der Gin. (46) und (47) genügen die Vierelektronenfunktionen den Relationen: 

/ $ « „ ( 1 , 2 , 3 , 4 ) 99/(4) dg4 = 0 /s = 1, 2 , . . . , iV\ (70) 
/ $ « „ ( 1 , 2 , 3 , 4 ) < ( 4 ) dg4 = 0 } ' (71) 

Aus der Dichtefunktion (65) wird nach der Einführung der Vierelektronenfunktionen (68) und (69) 

£ « „ ( 1 , 2 ) = - j r f Z X X X ( - 1 ) i + k + l + l + ' + t + " + " 0 ; k i l (s,t,u,v)D*kjl(s,t,u, v) ( 7 2 ) 
J s t> s u> t v> u 

X 2 2 2 2 { - ^ ) i + k + i + l + m + n + P + q (hkn(m,n,p,q) Dikjl(m, n, p, q) dq3 dq4 . . . dg* . 
m «> m p> m q~> p 

Dichtefunktionen vom Typ der Funktion (72) mit den Nebenbedingungen (70) und (71) sind in der zi-
tierten Arbeit von J U C Y S berechnet worden. Nachdem die Dichtefunktionen ( 7 2 ) und ( 6 6 ) und das Inte-
gral (67) bekannt sind, lassen sich die uns interessierenden Matrixelemente berechnen. Ohne auf die ein-
fachen, aber langwierigen Berechnungen einzugehen, geben wir hier die Resultate an: 

F « , „ = j A {cp\ . . . cp*N / « } T Ä {cpx... cpN /„} d g 

= 3, / O l k j i (1, 2, 3, 4) [ - l Ax] $ « „ ( 1 , 2, 3 ,4) dg, dg2 dg3 dg4 (73) 

+ ± J ®*ikjl (1, 2, 3, 4) $ « „ ( 1 , 2, 3, 4) dgx dg2 dg3 dg4 

N 
X 

u= 1 
M 4= i, k, j, 1 



Uik, il = ~ j / Ä {cp\ . . . (PK fik} U Ä{cpx...(pN jn) dq 

= 3, / 0 * i k j l ( 1 , 2 , 3 , 4 ) 

und schließlich 

4>ikji(l, 2 , 3 , 4 ) dqx dq2 dq3 d g 4 

+ 1 f &*k j l (1, 2, 3, 4) — <Pikji(l, 2, 3, 4) dqx d q2 d q3 dq, 
4 •> T 1 2 

+ 3! f 2 ( 1 , 3 , 4 . 5 ) $ JA.;7(l, 3, 4, 5) d ^ dq2 dq3 dq, dq5 
•> u= 1 12 

« 4= i, k, j, l 
N 

- 3. [ 2 ^«(1) ri (2) y - ^ f t ; / ( 1 , 3 , 4 , 5 ) 3 , 4 , 5 ) d 9 l d g 2 d 9 s d 9 4 d g 5 

« 4= i,k,j,l 

+ V f&lkji ( 1 . 2 , 3 , 4 ) ^ ( 1 . 2 . 3 , 4 ) d ^ d ^ d ^ d g , I<pl( 1) [ - d 9 l 
(u= 1 1 

« =t= 1, k, j, l 

+ 1 y y r \<pu(\)\t\<pv{2)\*-<pu{\) (pu*{2) y p * ( l ) y f f ( 2 ) d g j 
2 V=1 J r12 J 

W =t= fl 
m , i' =t= i,k,j,l 

Sue. H= l I®ikjl (1 - 2 . 3 , 4 ) 0 m ( l , 2 . 3 , 4 ) dqx dq2 dq3 dq, . ( 7 5 ) 

Die Ausdrücke (51) , (52), (53) , (62) , (63), (64), 
(73), (74), (75) lassen sich folgendermaßen kon-
trollieren. Man hat die Zwei-, Drei- und Vierelek-
tronenfunktionen durch die entsprechenden (2 x 2)-, 
( 3 x 3 ) - und (4 X 4)-SLATER-Determinanten zu er-
setzen. Dann reduzieren sich alle Integrale auf die 
entsprechenden HARTREE—FocKschen Matrixelemente. 

Möchte man eine Korrelations-Eigenfunktion von 
der Form (5) bzw. (27) für ein Atom berechnen, 
dann hat man folgendermaßen vorzugehen. Man hat 
zuerst eine Wahl bezüglich der Einelektronenfunk-
tionen (px , cp2 , . . . , cpx und der Korrelationsfunktio-
nen Wji (/, l = 1 , . . . , N) zu treffen. Dann hat man 
die zur Berechnung der Energie notwendigen Matrix-
elemente auf Grund der Formeln (51) bis (53), 
(62) bis (64) und (73) bis (75) zu ermitteln. Mit 
den Matrixelementen bildet man die Säkularglei-
chung (39) und bestimmt den Skalenfaktor k und 
den Energieparameter E mit Hilfe des Energie-
minimumprinzips auf die bei Gl. (39) geschilderte 
Weise. Durch die auf diese Weise berechneten Werte 
von k und E sind auch die Parameter Cjj und damit 
die gesamte Korrelations-Eigenfunktion eindeutig 
bestimmt. 

1 2 S i e h e z . B . E . T R E F F T Z . A . SCHLÜTER, K . - H . DETTMAR u . K . 

JÖRGENS, Z. Astrophys. 44, 1 [1957], 

4. Die Berechnung einer Korrelations-
Eigenfunktion für den Grundzustand 

des Be-Atoms 

Als erste Anwendung unserer Methode beredinen 
wir eine Korrelations-Eigenfunktion für den Grund-
zustand des Be-Atoms. Die HARTREE-FocKsche Eigen-
funktion des Atoms sieht folgendermaßen aus: 

V F - - r ^ H (<M1) ? 2 ( 2 ) r s ( 3 ) < M 4 ) } (76) 

mit (px = ip l s{r) V + ( o ) , <P3 = V2s(>-) r] + (o) , ^ 
<P2 = VisO) V - < ? 4 = V2s(r) r\_ (o). 

Der Korrelationsfaktor hat die folgende Form: 
F = 1 + JFlsals0(*l r2) + Wua2sa(l1 r3) 

+ risa2s*(rj r4) + WiSß2sa(x2 r3) (78) 
+ Wuß2*ß(X2 r 4 ) + IF2sa2sß(X3 X,) . 

(Wir haben die Elektronenzustände mit positivem 
Spin mit dem Index a , diejenigen mit negativem 
Spin mit ß gekennzeichnet. Die Koordinaten der bei-
den ls-Elektronen bezeichnen wir mit t j und f 2 , 
diejenigen der 2s-Elektronen mit t"3 und t'4 .) 

Die JF-Funktionen schreiben wir in der Form 
einer HYLLERAASschen Reihe: 

2 C * 7 ' ( r l — r2) 2w ( r l + r2) " r 12*- (79) 
m, n,l 

Aus Arbeiten über das He-Atom wissen wir 12 daß 
dort die ( ls — 2s)-Korrelation klein gegenüber der 



( l s — ls)-Korrelation ist. Die Korrelation ist im 
allgemeinen vermutlich immer dann groß, wenn die 
Eigenfunktionen starke Überlappung zeigen. Infolge-
dessen haben wir in F die JF-Funktionen, die die 
ls — 2s-Korrelation repräsentieren, gestrichen. In 
dem JfisaUß und dem fF2sa 2s ß sind die wichtigsten 
Glieder diejenigen mit m — 0, n = 0, 1 = 1 . Unser 
Korrelationsfaktor wird also 

F = 1 + cx r12 + c2 r 34 

Die Korrelations-Eigenfunktion wird 

y0 = kimy(kq) 

(78 a) 

(80) 

mit 

• Ä{cpx( 1) cp2{2) 9?3(3) <p4(4) [1 + c 1 r 1 2 + c 2 r 3 4 ] } . 

Wir h a b e n nun die Wahl b ezüg l i ch der Funktionen 
Vis und ip2s, zu t re f fen . Zur Berechnung der Energie 
mit der E i g e n f u n k t i o n ( 8 0 ) m ö c h t e n w i r mög l i chs t 
gute E i n e l e k t r o n e n f u n k t i o n e n benutzen , e twa so lche , 
d ie nach der „ s e l f - c o n s i s t e n t - f i e l d " - M e t h o d e b e s t i m m t 
sind. Die bei der Berechnung der Matrixelemente 
auftretenden Integrale lassen sich j e d o c h nur dann 
mit der erwünschten Genauigkeit b e re chnen , wenn 
die Eigenfunktionen bei b e l i e b i g e r Schrittlänge tabel -
liert w e r d e n k ö n n e n . I n f o l g e d e s s e n b r a u c h e n w i r 
analytische 13 Einelektronenfunktionen. Analytische 
E i g e n f u n k t i o n e n , d i e fast s o gut s ind w i e d i e exak-
ten Lösungen der HARTREE-FocKschen Gleichungen, 
erhält man mit der RooTHAANschen Prozedur 14. Wir 
h a b e n desha lb die von R O O T H A A N und Mitarb. be-
rechneten Eigenfunktionen b e n u t z t 1 5 . Unsere Eigen-
f u n k t i o n e n s ind also 

Vls = 1 
1/4 71 T 

V2s = P2s(r) 
j / 4 7t T 

(81 a,b) 

w o b e i Pls = V at t]i, P2s = j ] bi Vi ( 8 2 a , b ) 
i= 1 i= 1 

mit r)x = Nxr e~ 

V 3 = N3re-

V5 = N5re~ 
~Z'" T 

r]2 = N2 r2 e 

V\ = 7-2 e 

r]6 = N6 r2e 

2 a-Z' T 

(83) 

Die Konstanten A^ sind aus der Gleichung 
CO 

/ 7J? dr = 1 
o 

zu bestimmen, während wir die Koeffizienten a,-, 6j 
und Z aus der Arbeit von R O O T H A A N und Mitarb. 
entnommen haben: 

ax = 0,08874, bx = - 0,07584 , Z' = 6,5 , 
a2 = 0,00490 , b2= - 0.02895 , Z" = 3,4 , 
a3 = 0,93531, 63 = - 0,06455 , Z'" = 0,9 . 
a 4 = - 0 . 0 2 2 7 1 , 6 4 = - 0 . 2 0 8 0 5 , 
a5= — 0,00459 , b5 = 0,38602 , 
a6 = - 0,00220 , b6 = 0,74073 , 

Nachdem die Einelektronenfunktionen und die Form 
des Korrelationsfaktors festgesetzt sind, ist unsere 
Aufgabe die Berechnung der Parameter k, cx und c2 . 
Wir bilden die Säkulargleichung (39) für diesen 
speziellen Fall: 

det[>2 Tij + k U i j - E S i j ] = 0 , 
(*•,/ = 0 , 1 , 2 ) 

wobei Tjj = J y * T yj dg , Un , Si;- entsprechend, 

u n d Z o = Ä{<p1...<pA), 

Xi = y ^ Ä { c p x . . . c p 4 r x 2 } , (85) 

(84) 

Z 2 = y j i A {cp x . . . cp i r3 4} . 

Die Berechnung der Matrixelemente , Un und Sij 
erfolgt mit Hilfe der Formeln (51) bis (53) , (73) 
bis (75) . Die Resultate mit der Funktion (85) ha-
ben wir im Anhang zusammengestellt. 

Nachdem die Matrixelemente der Säkulargleichung 
berechnet worden sind, bestimmt man die Parameter 
k, cx und c2 folgendermaßen. Man wählt verschie-
dene A;-Werte (zuerst k = 1) und bestimmt dazu den-
jenigen F-Wert, bei dem die Determinante des Glei-
chungssystems (84) Null wird. Von den bei ver-
schiedenen k-Werten berechneten Energiewerten 
wählt man dann den tiefsten Wert aus. Nachdem k 

18 Darunter sollen hier Funktionen verstanden werden, die 
in einfacher Weise aus elementaren Funktionen aufgebaut 
sind. 

14 C. C. J. ROOTHAAN, Rev. Mod. Phys. 23, 69 [1951]. - R. K. 
NESBET, Quart. Prog. Rep. Solid State and Molecular 
Theory Group of MIT, Oct. 1955 (unveröffentlicht). 

15 Technical Report (1957 — 59) of the Laboratory of Mole-
cular Structure and Spectra, Dep. of Physics, University 
o f C h i c a g o . C . C . J . ROOTHAAN, L . M . SACHS U. A . W . W E I S S , 
Analytical Self-consistent-field Functions, page 99. 



Tab. 2. Die mit den verschiedenen Näherungen berechneten Energiewerte, sowie die experimentelle Energie des Be-Atoms im 
Grundzustand. (Die Energiewerte in atomaren Einheiten.) Die Korrelationsenergie definieren wir als die Differenz E (Experi-

m e n t e l l ) — E ( H A R T R E E - F O C K ) . 

Art der Berechnungen Energie % von der 
Korrelationsenergie 

H A R T R E E self- consistent-field, 
u n d H A R T R E E 1 6 ohne Austausch - 1 4 , 5 1 8 5 — 

Unsere Berechnungen 
ohne Austausch17 

Eigenfunktion mit Kor-
relationsfaktor, 
ohne Austausch - 1 4 , 5 7 7 1 

H A R T R E E HARTREE-FoCKSCheS 
u n d H A R T R E E 1 8 ,,self-consistent-field'' - 1 4 , 5 7 0 0 ohne Korrelation 
B R I D M A N und Mitarb.19 ,,open orbitals" - 1 4 , 5 8 1 0 H % 

B O Y S 2 0 Superposition von 
6 Konfigurationen - 1 4 , 6 2 1 0 . . 51% 

B O Y S 2 0 

Die vorliegenden 
Berechnungen 

Superposition von 
10 Konfigurationen 
Eigenfunktion vom 
HYLLERAASschen T y p 

- 1 4 , 6 2 2 0 

- 1 4 , 6 2 3 9 

53% 

55% 
J U C Y S 2 1 Superposition von 

3 Konfigurationen mit 
self-consistent-field - 1 4 , 6 4 2 0 7 3 % 

Experimentell22 - 1 4 , 6 6 8 1 

und E bestimmt sind, lassen sich cx und c2 einfach 
berechnen. Wir erhalten bei 
k= 1, ct = 0,32, c2 = 0,19, E=- 14,6085 a. E. 

Das Energieminimum ergab sich bei 

k = 1,04, Ci = 0,52, c2 = 0,24 

zu E=- 14,6239 a.E. 

In Tab. 2. sind unsere Resultate und die Resultate 
verschiedener früherer Berechnungen sowie der ex-
perimentelle Wert für die Energie des Be-Atoms zu-
sammengestellt. 

5. Berechnung einer nicht-antisymmetrisierten 
Korrelations-Eigenfunktion 

Es ist eine interessante Frage, wie stark die Kor-
relationsenergie durch die Antisymmetrisierung der 
Eigenfunktion beeinflußt wird. Diese Frage wurde 
von M A C K E diskutiert 23 und es wurde gezeigt, daß 
die Korrelationsenergie eines FERMI-Gases nur um 

1 6 D . R . HARTREE U. W . HARTREE, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 
149,210 [1935]. 

17 Siehe die Dissertation des Verfassers (Juli 1959). 
1 8 D . R . HARTREE U. W . HARTREE, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 

150, 9 [1935]. 
1 9 G . H . BRIDMAN, R . P . HURST, J . D . GRAY U. F . A . MATSEN, J . 

Chem. Phys. 29, 251 [1958]. 

etwa 20% durch die Antisymmetrisierung der Eigen-
funktion verändert wird. 

Die Wirkung des Korrelationsfaktors auf die be-
rechnete Energie des Atoms läßt sich unabhängig 
von der Antisymmetrisierung der Eigenfunktion 
folgendermaßen untersuchen. Wir berechnen die 
Energie des Atoms mit der Eigenfunktion 

if0 = k1212 ip(kx), (86) 
wobei 

Y>(r) = Vis(l ) Vis(2) V2s(3) y 2 s (4 ) 
• [ l + c1r1 2 + c2r3 4 ] . (87) 

Die Funktionen (86) und (87) unterscheiden sich 
von (80) und (81) durch die Abwesenheit des Anti-
symmetrisierungsoperators. Die Einelektroneneigen-
funktionen v'is u n d V2s sind nun die mit der Me-
thode des „self-consistent-field" ohne Austausch be-
rechneten Eigenfunktionen. 

Die Bestimmung der Parameter k, c t und c2 er-
folgt genauso wie bei den Berechnungen mit Aus-
tausch. (Eine ausführliche Diskussion dieser Berech-
nungen findet man in der Dissertation des Verfas-

2 0 S . F . BOYS, P r o c . R o y . S o c . , L o n d . A 2 0 1 , 1 2 5 [ 1 9 5 1 ] . 
2 1 V . KIBARTAS, V . KAVECKIS U. A. P. JUCYS, J . Exp. Theor. 

Phys. USSR 29, 623 [1955], 
22 A. E. MOORE, Atomic Energy Levels, Nat. Bur. Stand., 

Washington 1949. 
2 3 W . MACKE, Z . N a t u r f o r s c h g . 5 a , 1 9 2 [ 1 9 5 0 ] . 



sers.) Die Energie des Atoms ergibt sich zu 

F = — 14,577 a.E. 

bei k = 1,05, ^ = 0,54, c2 = 0,25. 

Es sei hier erwähnt, daß die H A R T R E E s c h e Eigen-
funktion [d. h. die Eigenfunktion (87) bei c1 = c2 = 0] 
die Energie zu E = — 14,5185 a.E. ergibt. 

6. Diskussion der Resultate 

Es sei hier daran erinnert, daß unser Ziel 
die Übertragung der H Y L L E R A A s s c h e n Methode auf 
Atome mit mehr als 2 Elektronen war. Zu diesem 
Zwecke schlugen wir die Korrelations-Eigenfunktio-
nen (5) vor, mit deren Hilfe die Korrelation zwi-
schen allen Elektronenpaaren des Atoms berücksich-
tigt werden kann. Mit der Funktion (5) haben wir 
dann einen Energieausdruck hergeleitet. Unsere 
Hauptresultate sind die Formeln (51) bis (53), 
(62) bis (64) und (73) bis (75) . Diese Formeln 
stellen ein Schema dar, auf Grund dessen Korrela-
tions-Eigenfunktionen vom Typ (5) für größere 
Atome berechnet werden können. (Die Theorie ist 
zuerst nur für Atome entwickelt, deren Eigenfunk-
tion in der H A R T R E E — F o c K s c h e n Näherung eine 
SLATER-Determiante ist.) 

Unsere numerischen Resultate zeigen die Brauch-
barkeit der von uns vorgeschlagenen Methode. Wie 
aus Tab. 2 ersichtlich ist, ergibt unsere einfache 
Korrelationsfunktion (81) für den Grundzustand 
des Be-Atoms etwa die Hälfte der Korrelations-
Energie. Die Eigenfunktion ist also wesentlich bes-
ser als die H A R T R E E — F o c K s c h e Eigenfunktion. Ein 
Vergleich mit den verschiedenen früheren Arbeiten 
zeigt, daß unsere Funktion besser ist als die „open-
shell"-Funktion von B R I D M A N und Mitarbeitern und 
auch besser als die 6- bzw. 10-Konfiguration-Eigen-
funktionen von BOYS, aber schlechter als die mit dem 
„self-consistent-field" berechnete Konfigurations-
funktion von JUCYS. Daß unsere Funktion besser ist 
als die 10-Konfigurationsfunktion von BOYS und 
schlechter als die 3-Konfigurationsfunktion von JU-
CYS, liegt vermutlich an der verschiedenen speziellen 
Wahl der Einelektronen-Eigenfunktionen. Während 
BOYS Einelektronenfunktionen von sehr einfachem 
Typ benutzt hat, wurden von JUCYS für die dem 
Grundzustand beigemischten Funktionen mit Hilfe 
des Energieminimumprinzips Integrodifferentialglei-
chungen hergeleitet, und die Funktionen mit einer 
Iterationsmethode aus diesen Gleichungen bestimmt. 

Die Güte der von uns benutzten Einelektronenfunk-
tionen liegt etwa zwischen der Güte der erwähnten 
beiden anderen Möglichkeiten. Die RooTHAANschen 
Funktionen sind zwar fast so gut wie die exakten 
HARTREE-FocKschen Eigenfunktionen, aber in einem 
Ansatz mit Korrelationsfaktor, wie (5) , verlieren 
sie die Eigenschaft, die Energie zum Minimum zu 
machen. Die Einführung eines allen Elektronen ge-
meinsamen Skalenfaktors ist nur ein schwacher Er-
satz für die Bestimmung der besten Funktion in 
einem solchen Ansatz. 

Andererseits sind die besseren Resultate von JUCYS 

mit sehr viel mehr Rechenarbeit erkauft, da dort 
neben dem Säkularproblem auch noch „self-consis-
tent-field"-Gleichungen zu lösen sind. Man wird ver-
mutlich bessere Resultate mit weniger Rechenarbeit 
erhalten können durch die Erweiterung der Funk-
tion (81) durch weitere Korrelationsfunktionen. 

Es ist interessant, die ohne Austausch berechneten 
Resultate mit den mit Antisymmetrisierung erhalte-
nen Resultaten zu vergleichen. Die Einführung des 
Korrelationsfaktors ergab eine Verbesserung der 
Energie gegenüber der H A R T R E E s c h e n Energie um 
0,0586 a. E. Die von uns berechnete Korrelations-
energie beträgt 0,0539 a. E., d. h. die Austausch-
bzw. Korrelationskorrekturen erwiesen sich in guter 
Näherung als additiv. (Auch der Skalenfaktor k und 
die Korrelationsfaktoren ct, c2 stimmen in beiden 
Berechnungen gut überein.) 

Dieses Resultat, das mit den Ergebnissen von 
M A C K E übereinstimmt, kann bei der Vorbereitung 
weiterer Berechnungen brauchbar sein. Möchte man 
nämlich verschiedene Korrelationsfaktoren auspro-
bieren, dann ist es zweckmäßig, ihre Wirksamkeit 
zuerst mit Hilfe von Berechnungen ohne Austausch 
zu überprüfen. Unsere Resultate deuten darauf hin, 
daß die Resultate ohne Austausch eine zuverlässige 
Schätzung der mit Austausch berechneten Korrela-
tionsenergie darstellen. 

Die vorliegende Arbeit, deren Inhalt mit dem Inhalt 
der an der Ludwig-Maximilians-Universität zu München 
eingereichten Doktordissertation des Verfassers im we-
sentlichen übereinstimmt, wurde während meines Auf-
enthaltes in dem Max-Planck-Institut für Physik und 
Astrophysik (Göttingen und später München) ausge-
arbeitet. Ich bin Herrn Professor L. BIERMANN, dem Di-
rektor des Max-Planck-Instituts für Astrophysik, für ein 
Doktorandenstipendium sehr dankbar. Ich möchte außer-
dem Fräulein Dr. E. TREFFTZ und Herrn Dr. H. PREUSS 
für zahlreiche über das Thema geführte Diskussionen 
meinen besten Dank aussprechen. 



Anhang 

Formeln für die Berechnung der Matrixelemente 
der Säkulargleichung 

Die Matrixelemente erhalten wir aus den Formeln 
(51) — (53) und (73) —(75). Die Matrixelemente las-
sen sich verhältnismäßig einfach darstellen, wenn wir 
einige Hilfsfunktionen einführen. Es sei 

Aris(r) = - i z l V l s ( r ) , ( A I ) 

A&(r) = - ( A 2) 

Vafl(r) = j Wa(r') xpß(r') | 1 du' 

(a,ß = ls, 2s), (A3) 

Waß(r) = j xpa(r') Ifß(r') | r - r ' \ dv' 
(a,ß = ls, 2s), (A4) 

Yu = — \ A (ipis Wis, 2s), (A 5) 

r 2 s = - - M ( v > 2 s F l , . * ) . (A 6) 

Es seien ft, f2 ,..., fa verschiedene Funktionen von , 
fa+i, fa+2 , • • •, fß Funktionen von r2 . Wir definieren 
die Größe A (/x . .. fa j fa+i • • • fß \ p) folgendermaßen: 
A(fl...fa\fa+i...fß\p) (A7) 

= // fi (ri) /«(rt) ...fair,) 

• fa+1 (r2) fa+2 (r2). . . fß{r2) r^>dvl dv2 , 

Wir definieren weiterhin die Größe B(ft . . . fa) '• 

B(f1...fa) = f h(r) f2(r) . . . fa(r) dv . (A 8) 

Es ist natürlich 
A(fi...fa\fa+i...fß\0) 

= B(f1...fa) B(fa+i...fß) . (A 9) 

Wir bilden zunächst aus den nichtorthogonalen Zweielektronen-Funktionen 

<ZV>(1, 2) =xpu(l) ipu(2) rX2{n+ (1) V_ ( 2 ) - V _ (1) r,+ (2)) 

und <Z>2° (3, 4) = xp2s (3) xp2s (4) r3i(V + (3) r, _ (4) - V _ (3) t] + (4)) 

(>? + , t] _ Spinfunktion) die orthogonalisierten Funktionen 

0 1 ( l , 2 ) = [ V l s ( l ) u>u (2) r12-xpls( 1) xp2s( 2) W12( 1) 
-ip2s( 1) ipis (2) r i 2 ( 2 ) + A xp2s(l) V2s(2)] (r]+ (1) V_ (2) - V . (1) V + (2)) 

mit A=A(ls, 2s | ls, 2s | 1) = ß ( l s , 2s, W12) und $2(3, 4) entsprechend. 

In den nachfolgenden Formeln haben wir noch der Kürze halber statt xpis bzw. xpos einfach ls und 2s geschrie-
ben und statt Alis , I is einfach , usw. Es ergibt sich mit diesen Bezeichnungen 

T00 = 2B(lsXl) +2 5(2s X2) , (A 10) 

U00= -2ZB ( is Is Y ) - 2 Z B ( 2 S 2 S + ß ( l s l s F n ) + ß(2s2sF22) + 4 5 ( l s ls V22)-2 ß( ls2s V12) , ( A l l ) 

500 = 1; (A12) 

Tl0 = 2B{lsXl Wn) — 2B(2sXi)B(ls ls W12) + 2B(2sX2) B(ls ls F u ) , (A 13) 

UW=-2ZB ( l s l s * r t l j + 4 ß ( l s l s F 2 2 r n ) —2 ß( ls ls V12 W12) -2 5 ( l s 2s V12 Wn) (A 14) 

+ # ( l s 2 s r i 2 ) B(ls 2s Vi2) +B(ls ls Wn) B{2s 2s V22)-2 Z B (̂ 2s 2s ^ ß ( l s l s r n ) - ß ( l s ] s r i 2 ) x 

X |2 5 ( ls 2s V22) - 2 Z ß ( l s 2 s J ) } +1 , 

510 = ß ( l s l s r 1 1 ) . (A 15) 

Die Matrixelemente J20 , U20 und 520 erhält man aus T1 0 , C/10 und S10 , indem man überall den Wechsel l s — 2 s , 
2s-*-ls, bzw. W l 2 -yW 2 l usw. durchführt. Wir erhalten weiterhin 

Tn = \ + 2A{lsA't | ls ls | 2) —4 A (Is X2 | Is ls W12\ 1) - 2 ß ( l s Wi2) +4B{lsX2 W12) B{ls2s Wi2) 
+ 2ß(2sAr2) ß ( l s l s r i 2 2 ) —2B (2s X2) X [ß(ls2s r i 2 ) ] 2 + 2 Sn B(2s X2) ; (A 16) 
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Un= -2ZA ( I s i s - J l s l s|2 ) + 2 Z ß f l s l s 1 W12W12] (A 17) 

-VMA ( ls2s-*-|lslsJF1 2|l) - 4 Z ß ( l s 2 s y JF12j B (ls 2s W12) 

+ 5 ( l s l s r i 2 r i 2 ) |2 B (2s 2s V22) —2ZB ^2s 2s * jJ + [B (ls 2s W12) ]2 |2 Z B (̂ 2s 2s ^ - 5 ( 2 s 2 s F 2 2 ) J 

+ SU j ß (2s 2s V22) —2ZB ( 2s 2s *-)} + 5 ( l s l s r n ) - 2 B (ls ls W\2 W12 V22) 

+ 4 A (ls 2s r i 2 | ls 2s F 1 2 | - 1) + 4 A (Is Is V2, \ Is ls | 2) - 4 A (Is 2s V22 | Is ls W12 | 1) - 2 IA1 , 

wobei 1A1 = f-W*»y>la(l) W2s(l) wu(2) V2S(2) xpls(3) yjls(S) d V l dt;2 di>3, (A 18) 
J r 1 2 

5 u = ^ ( l s ls j ls ls 1 2) — 2 Z?(ls ls r i 2 r i 2 ) + [ß( ls 2s r 1 2 ) ] 2 . 

Die Matrixelemente T22, U22 und S22 erhält man aus Tu, Un und , wenn überall durch und ip2s durch 
xpis ersetzt wird. Wir erhalten schließlich 

T12 = 2S,0B(lsX1 r n ) +2S10B(2SX2 r 2 2 ) - 2 ß ( 2 s A'i) 5 ( l s 2 s I F n r 2 2 ) ; (A19) 

U12= -2ZS20B f l s l s 1 F N ) - 2 Z S 1 0 ß f 2 s 2 s 1 r 2 2 ) + 2 Z ß ( l s 2 s M ß ( l s 2 s r n r 2 2 ) (A 20) r 
+ B(2s2slV22)+B(lslsWll) +A (ls 2s | ls 2s | 2) £(1s2sF1 2 ) + 4 A (Is ls Wn | 2s 2s W221 - 1 ) 
— 2 A (Is 2s r u r 2 2 I Is 2s I - 1 ) —2 A (ls 2s Wn | 2s 2s V12 \ 1) - 2 ^ ( l s 2 s W22 | Is ls V121 1) ; 

(A 21) 

Die numerische Berechnung der auftretenden Integrale erfolgt folgendermaßen. Man beredinet zuerst mit den 
angegebenen Einelektroneneigenfunktionen die Funktionen JY, und JL2 . Mit Rücksicht auf die Formeln (81 a) und 
(81 b) erhält man 

m " < ? < M ~ <i = 1 ' 2 > - <A22> 

Der nächste Schritt besteht in der Berechnung der Funktionen Vaß und Waß • Entwickelt man l/r12 und r12 nach 
LEGENDRE-Polynomen, erhält man 

r oo 

Vaß= y J Pa(r') Pß(r') dr '+ J dr' , (A 23) 
0 T 

wobei wir die Form (81 a) und (81 b) der Funktionen xpu und ip2s berücksichtigt haben. Man erhält weiterhin 
T T 

Waß=~hJ P a { / ) ( r ' ) 2 d r ' + r / p « ( r ' ) d r ' < A 2 4 ) 
0 0 

oo oo 
, 1 2 f Pair') Pß (t') r , , 

+ 3 V / ^ ß ( r ^ r ' 
r T 

Mit Hilfe der Funktionen Px, P2 und WV2 berechnet man die Y, und Y2 . Yi ist laut Definition (A 5) und (A 6) 

- | A(YIS r l s > 2 s ) = A L - P r l s J = 1 RI{R) 
]/4 JT T ' ) }/4 Jl T ' 

, . r, 1 d'2 (T> w \ 1 W/ d2Pis drls.2s dPis 1 d2 w/ 
wobei Ii dr2 ("istVls2s> = — 9 ^ l s - 2 s ^ ~ 2~ dr2 l s , 2 s 

A u s (A 24) erhält man 

d^a, 
dr = - 3>2/Pa(r')Pß(r')r'2dr'+ j Pa(r') Pß{r') dr' + | r j Pa(r') Pß(r') I dr' 



r oo 

und "J/' = § * f Pa(r') Pß(r') r ' 2dr '+ \ f Pa(r') Pß(r') ^ . 
0 r 

Nachdem die 12 Funktionen P, , P2 , Qi, Q2, R,, R2 , Vn , V12 , V22, Wn , Wi2 und W22 tabelliert worden sind, 
lassen sich alle in den Matrixelementen auftretenden Integrale auf 2 einfache Integraltypen zurückführen. Wir 
definieren: 

r oo 

</i / « . .• / « I i> = f h (r) h Cr') ...ja (r) ( / )* dr', ( f t j2...fa\i)= f f , (r) f2 (r') . . . fa (r) (/)' dr', (A 25, 26) 
ö ö 

oo T 

(fx h--.f«\i </.+1 • • • fß | A » = / ft (r) f t (r) • • • ja (r) (r )* / fa+1 (r) ...fß ( r ' ) ( r ' ) * dr ' dr . ( A 2 7 ) 
0 0 

Wir wollen zeigen, wie die auftretenden A- und ß-Integrale sich aus Integralen vom Typ (A 26) und (A 27) auf-
bauen lassen. ^-Integrale treten auf mit p = — 1 , +1 , +2. Wir erhalten mit einfacher Überlegung: 

A(WaVßh...fn\VyVitn+l...jm\ — 1 ) = (PaPßfi • • • fn\ - 1 (P?Pöfn+l...fm\0)) ( A 2 8 ) 
+ (Py Pö fn +1 . . • / „ I - 1 (Pa Pß h . . . fn | 0 » , 

A (xpa V ß f i . . . fn | Wy Wö /n+1 . . • fm | 1) = £ (Pa Pß h . • • fn \ ~ 1 <Py P<5 fn +1 . . • fm | 2 » ( A 2 9 ) 

+ 1 (Py Pdf n + 1 ...fm\-l(PaPßh...fn\2)) 

+ (Pa Pß ft . . . /„ I 1 (Py Pö /n+1 • • • fm | o » + (P, Pa / „ + ! . . . fm | 1 <Pa Pß ft . . • fn | 0 » ; 

A (ipa Wß fl • • • fn\Wy Wä /n + 1 • • • fm | 2 ) ( A 3 0 ) 

= (PaPßf1...fn\ 2) (P. P i / „ + ! . . . /m|0) + (Py P(3 /n+1 ••• fm \ 2) (Pa Pß f , . . . fn\ 0) . 

Die ß-Integrale lassen sich einfach berechnen: B(yja xpß f , . . . /„) = (Pa Pß f , . . . f„ j 0) . (A 31) 

Wir wollen noch einige Worte über die in Un und U22 auftretenden Austauschintegrale 

/ ri3 r23 Wa(r,) Wß(ri) Wy(r2) Vd(r2) VV(rs) Vr(rs) dvi dl'a dva (A 32) 
J r 12 

sagen. Bezeichnet man die Winkel-Volumenelemente mit dco, , dco2 , dco3 , dann erhält man zuerst 

I ' dco, doj2 dco3 = 2 J 4 ^ ' 2K,( 1, 2 ) r t r2 r/ ( A 3 3 ) 

X { - ^ r 3 ) 2 Ä /+i ( l ,3 ) Kl+1(2,3)+ Ki-i (1,3) Ki-1(2,3) 

- (2 /—1H2 1+3) K " ( 1 ' 3 ) ( 2 ' 3 ) - (2 / - 1H2 1+3) (2' 3 ) (1' 3 ) } ' 

—J^J , wenn rx<.r2, 
wobei Ki(r,,r^) die folgende Funktion ist K[(rl,r2) = 2 t 

. 1 + 1 , wenn r, > r2 . 

Setzt man (A 33) in (A 32) ein, und integriert über rx , r2 und r3 , dann erhält man eine Reihe, die bei je-
dem l aus einer Summe von Integralen des Typs (A26) besteht. Das Integral (A 32) wurde von F O C K , W E S S E L O W 
und PETRASHEN untersucht und es wurde gezeigt, daß die erwähnte Reihe sehr schnell konvergiert: die Glieder 
mit 1 = 1 haben den mit / = 0 berechneten Wert des Integrals nur um 3% verändert. Wir haben uns bei der Be-
rechnung des Integrals (A 19) deshalb auf die Berechnung der Glieder mit / = 0 beschränkt. Da das Austausch-
integral selbst nur eine kleine Korrektur der Matrixelemente Un und U22 ist, reicht die Genauigkeit dieser 
Näherung bestimmt aus. 
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