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Uber die Berechnung der Korrelationsenergie der Atomelektronen™

Von LeventE SzAsz

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik und Astrophysik, Miinchen **
(Z. Naturforschg. 15 a, 909—926 [1960] ; eingegangen am 28. Mai 1960)

To calculate the correlation energy of an atom with N electrons we suggest the wave function

N N
= ﬁ—A (D) @@ ..ov W) [ 1+ Y D Wik k) (a)
i=1 K57+t

where 4 is the antisymmetrizer operator, @, ®,, ...
are correlation functions of the following form:

Win(L,2)= D efi™! (r—r)2m (1) ryy! (b)

m,n,l

, @N are one electron wave functions, and Wi

! are variational parameters. The function (a) is a generalization of the

wave function of HyrLreraas for He. After a discussion of the properties of our function, an energy
expression is derived. Numerical calculation is made for the ground state of the Be atom with the
function

where the constants ¢ ;"h

VYBe™= 771 V4" -4 {@1(r) @2(rs) @3(rs) @a(ry) [1+cyriotcarysl} (c)

where ¢; and @, are 1s wave functions, @3 and ¢, are 2s wave functions, 7y, 7y, r3 and r, are the
radial coordinates of the four electrons, r;, and rg, are the distances between the corresponding
electrons, and ¢; and c, are variational parameters. Using the one electron wave functions calculated
by Rootnaax and coll. with the Roorraax procedure, we got the energy value £E= —14.624 a. u. while
the Hartree—Fock and experimental values are Eg, F= —14.570 a. u. and Eexp= —14.668 a. u. respec-
tively. Thus the function (c) gives about one-half of the correlation energy of the Be atom.

1. Problemstellung Naherungsverfahren (bei Atomen mit abgeschlosse-
nen Elektronenschalen) besteht darin, dal man fiir
y einen Determinantenansatz macht, der aus Ein-
elektroneneigenfunktionen aufgebaut ist. Diese Ein-
elektronenfunktionen kénnen analytische Funktionen
sein, mit einigen Parametern, die sich aus dem Ener-
gieminimumprinzip bestimmen lassen. Oder man

kann mit Hilfe des Energieminimumprinzips fiir die

Die Berechnung von Atomeigenfunktionen ist be-
kanntlich eine von den Hauptaufgaben der Quanten-
physik. Diesen Berechnungen liegt in vielen Fillen
die nicht-relativistische ScHRGDINGER-Gleichung zu-
grunde, die bei fixiertem Atomkern in atomaren
Einheiten folgendermalen lautet:

Hy=Evy, (1) Einelektroneneigenfunktionen ein Integrodifferen-
tialgleichungssystem herleiten und die Funktionen

wobei H den HamiLron-Operator mit einem Iterationsverfahren berechnen (HARTREE—
N N N Focksche ,,self-consistent-field“-Methode !). Die mit

H= Z [ 34— =|+3 Z Z rL (2)  der HartrEE—Fockschen Methode bestimmten Eigen-

= =l & funktionen liefern beziiglich der Energie oder ande-

bedeutet.
Da exakte Losungen der Gl. (1) nur fir N=1

rer Atomeigenschaften im allgemeinen gute Resul-
tate. Es existiert jedoch eine Reihe von Fallen, in

bekannt sind, sind wir bei N>1 auf Naherungs-
l6sungen angewiesen. Das am haufigsten angewandte

* Der Inhalt der vorliegenden Arbeit stimmt im wesentlichen
mit dem Inhalt der an der Ludwig-Maximilians-Universitat
zu Miinchen eingereichten Doktordissertation des Verfas-
sers iiberein.

denen die mit der HartrReE-Fockschen Methode ge-
wonnenen Resultate nicht befriedigend sind 2.

1 Siehe: D. R. Hartreg, The calculation of the atomic struc-
tures, John Wiley & Sons Inc., New York 1957.

2 Siehe z. B. die Bemerkungen iiber die HartrEe—Focksche

Methode in der Arbeit 8,
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Es wire daher sehr wiinschenswert. eine Nihe-
rungsmethode zu besitzen, deren Genauigkeit keine
solchen Schranken gesetzt sind wie diejenigen. die
der Genauigkeit der Hartree—Fockschen Methode
gesetzt sind.

Méchte man eine Niaherungsmethode fiir Atome
mit mehr als zwei Elektronen entwickeln, dann ist es
zweckmiflig. zuerst zu untersuchen, welche Metho-
den bei den He-ahnlichen Atomen erfolgreich oder
weniger erfolgreich gewesen sind. Es sind im we-
sentlichen zwei Methoden. die bei der Berechnung
von Eigenfunktionen der Atome mit zwei Elektronen
bisher ofters Anwendung gefunden haben: 1. Die
Superposition der Konfigurationen® und 2. die
Hyrieraassche Methode *. Um die beiden Verfahren
miteinander vergleichen zu konnen. haben wir in
Tab. 1 die Resultate einiger. mit der Superposition
der Konfigurationen bzw. mit dem HyrLEraasschen
Ansatz durchgefithrten Berechnungen zusammenge-
stellt.

Diese Zusammenstellung zeigt. daf} die HyLLERAAS-
sche Methode schneller eine gute Energie liefert als
die Superposition der Konfigurationen: der Hyr-
LERAAssche Ansatz gibt mit 6 Parametern schon eine
bessere Energie als der kompliziertere, 20-parame-
trige Ansatz von NesBer und Warson. Einige neuere
Arbeiten haben auflerdem gezeigt. dafl die Genauig-
keit der HyLLEraasschen Methode auch die Genauig-
keit der neuesten Messungen praktisch erreicht?.
Trotz dieser Tatsachen sind bisher fiir grofere
Atome Eigenfunktionen praktisch nur mit Hilfe der
Superposition der Konfigurationen berechnet wor-
den®. Das HyrrLeraassche Verfahren ist bisher nur
in zwei Fillen auf groflere Atome angewendet wor-
den: James und Cooripce haben die Eigenfunktionen
des Li-Atoms (N =3) mit einem HyLLERAAS-Ansatz
berechnet 7 und Fock, WesseLow und PETrASHEN ha-
ben gezeigt, wie die Korrelation zwischen zwei Elek-
tronen eines groferen Atoms mit der HyLLERAAs-

L. C. Greex u. Mitarb., Phys. Rev. 104, 1593 [1956]. —
R. K. Nesser u. R. E. Watsox, Phys. Rev. 110, 1073 [1958].
— H. SuuL u. P. O. Léwpiy, J. Chem. Phys. 30, 617 [1959].
4 E. A. Hyrieraas, Z. Phys. 54, 347 [1929]. — S. Cuaxpra-
sekHAR, G. Herzeerc u. D. Eiserr, Phys. Rev. 91, 1172
[1953]; 98, 1050 [1955]. — T. Kinosuira, Phys. Rev. 105,
1490 [1957]. — C. L. Pekeris, Phys. Rev. 112, 1649 [1958].
T. Kinosurra, Phys. Rev. 115, 366 [1959]. — C. L. Pekers,
Phys. Rev. 112, 1649 [1958].
6 S. F. Boys, Proc. Roy. Soc., Lond. A 201, 125 [1950] ; 206,
489 [1951]; 207, 181, 197 [1951] ; 217, 136, 251 [1953];
Phil. Trans. Roy. Soc. A 245, 95, 139 [1952]. — A.P.
Jucys, J. Exp. Theor. Phys. USSR 23, 129 [1952]. —
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Methode Energie
Korrelations-
[ funktion
HyLLERAAS? 2 Parameter — 2,89120
l 3 Parameter - 2,90244
6 Parameter — 2,90324
CHANDRASE- 10 Parameter — 2,90360
KHAR und
Mitarb.4
KixosHIiTA? 40 Parameter — 2,90372
GREEN und Superposition von — 2,89915
Mitarb.? 7 Konfigurationen
NESBET und Superpostion von
Warson? 16 Konfigurationen — 2,90029
20 Konfigurationen — 2,90276
Experimentelle Energie — 2,90372

Tab. 1. Die mit den verschiedenen Ndherungen berechneten
Energiewerte des He-Atoms in atomaren Einheiten
(1 a.E. = 27,21 eV).

schen Methode berechnet werden kann8. Die guten
Resultate, die bei den He-dhnlichen Atomen mit
Hilfe der HyLLEraasschen Methode gewonnen sind.
deuten darauf hin, dal} es sich lohnen wiirde, diese
Methode auch auf groflere Atome anzuwenden.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist zu zeigen.
auf welche Weise die Methode von HyLLERAAS zur
Berechnung von Eigenfunktionen beliebig grofer
Atome herangezogen werden kann. Zu diesem Zweck
wird fiir Atome. deren Eigenfunktion in der Har-
TREE—Fockschen Niherung eine Stater-Determinante
ist. eine Eigenfunktion vom Hyrreraasschen Typ
vorgeschlagen und der Energieausdruck mit ihr her-
geleitet. Als erste Anwendung der Theorie haben
wir die Eigenfunktion und Energie des Be-Atoms im
Grundzustand berechnet und mit den Ergebnissen
fritherer Berechnungen sowie mit dem experimen-
tellen Wert der Energie verglichen.

A. P. Jucys, V. Kisartas u. I. I. GLemsockis, J. Exp. Theor.
Phys. USSR 27, 425 [1954]. — V. KiBartas, V. Kaveckis
u. A. P. Jucys, ebenda 29, 623 [1955]. — G. TsiuNartis u.
A. P. Jucys, ebenda 28, 452 [1955]. — I.I. GLEmBocKIs,
V. Kisartas u. A.P.Jucys, ebenda 29, 617 [1955]. —
H. M. James u. A. S. Cooringe, Phys. Rev. 49, 676 [1936].
V. Fock M. WesseLow u. M. Perrasuex J. Exp. Theor. Phys.
USSR 10, 723 [1940]. Weitere Arbeiten iiber dieses Ver-
fahren: M. WesseLow M. Perrasuen u. A. KricaaciNa J.
Exp. Theor. Phys. USSR 10, 857 [1940]. — M. WessELow
u. M. Perrasuen, J. Exp. Theor. Phys. USSR 10, 1172
[1940] und A. P.Jucys, J. Exp. Theor. Phys. USSR 23,
371 und 357 [1952].
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2. Eigenfunktionen mit Korrelations-Faktor Bezeichnung der Elektronenkoordinaten ¢, , ¢, ...,
gy, wobei g die Raumkoordinaten z, y, z und die

Betrach ir ei it NV Elek . Sei ; !
PGS, Y I S, Tl ektronen. Seine Spinkoordinate zusammen bedeuten soll.)

Eigenfunktion sei in der HartrEE—Fockschen Niéhe-

rung die Stater-Determinante In der oben erwahnten Arbeit haben Fock, WEs-
aytl) == gl seLow und PerrasHeN die Eigenfunktion (3) durch

Y = iv “f 2(1) -+ @ (N) | (3) eine neue Eigenfunktion ersetzt, die es ermoglichte,

VNV on ) eway die Korrelation zwischen zwei beliebigen Elektronen-

(Die @y, @5....., @y seien orthonormierte Einelek- Zustinden — z.B. i und £ — zu beriicksichtigen.

tronenfunktionen, und die als Argument der Funk- Das geschah folgendermallen. Die Determinante (3)
tionen stehenden Zahlen sind Abkiirzungen fiir die  entwickelt man nach den Zeilen i und k:

Wp = 1 .\: (= 1)i+h+mtn | ‘tp,(m) ®i(n) (3a)

VN! m=1 n=m+1 (/l( )'f/\(n)
'D((plw--aq]i—lo(phly~~-,q7k—1a¢l:+1"--s¢.\"|]-727'--’ (m—'l)y (m+1)9= (n_1)9
(n+1),...,N).
[D ist eine (N —2) x (N —2)-Determinante, die aus der urspriinglichen StaTer-Determinante dadurch ent-
steht, daf} die Zeilen i und £ und die Spalten m und n gestrichen werden.]
Fock, WesseLow und PETRASHEN ersetzten in (3 a) die (2 x 2)-Determinante durch eine antisymmetrische,
auf 2 normierte Zweielektronenfunktion A;;.(g,, . ¢,). Ihre Eigenfunktion war also
N N
1 .
YK = -I—/.N,', Z Z (—1)1+k+m+n/1ik(m, n)D((pl,...,rpyll,...,N). (4')
© m=1 n=m+1

Die Korrelation laf3t sich nun dadurch beriicksichtigen, daB A;; z. B. die Form einer HyLLeEraasschen Funk-
tion haben kann:

Ay (g, gs) = ®i(q1) ¢i(gs) [
Pr(q1) Pr(gs)
Die einfachste Verallgemeinerung des Ansatzes (4) ist die folgende:

~ N N
Y= l,}\,! A {(;1(1) ®2(2) ...px(N) [1+ > > le(fj,rz)]}» (5)

=11=j+1

1+zCstu(rl"‘r2)2s(rl+r2)tr12u:|- (4'3)

8 Ll

wobei A der Antisymmetrisierungsoperator ist, und die W;-Funktionen den folgenden Bedingungen ge-
niigen:

le(rhrg) Zle(rz’ ). W,j/(rp T5) =le(r1,r2,r12) . (5a,b)

Die in der Funktion (5) in der eckigen Klammer stehende Grofle ist der sog. Korrelationsfaktor. Die

Funktion (5) reduziert sich bei verschwindenden W ;-Funktionen zur HartrEe—Fockschen Eigenfunktion.

Die Funktion (5) ermoglicht die Beriicksichticung der Korrelation zwischen allen Zustandspaaren des

Atoms. ZweckmiBig schreibt man die ¥ ;-Funktion in der Form einer HyLLeraasschen Funktion:
Wi(ry,ry,r19) = S e (ry —13)% (ry+19)t ry”. (5¢)

s, t,u
Die Eigenfunktion (5) reduziert sich zu dem Ansatz von Fock, WesseLow und PeTrasHEN, wenn alle W -
Funktionen bis auf eine Null sind. Um dies zu zeigen. schreiben wir v in der folgenden Form

v= g Al Do MY+ ZZ A{gy (1) ooy (N) Wa (i)} (6)
N N N N ; ’ |
syppy M} ¥ Z (—1)itttm+n @;(m) @;(n) W, (m, n)
]': =Tl m=1 n=m+1 | @1 (m) (pl(n)

58 BBy 5000 o ¥ Pha B g 505 Pl o Pt 5022509 ] Ly wnvg Boom Ly B Ly wn g~ Ly B Ly nwg N o
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Es seien nun alle W;;=0 bis auf W;, und wir entwickeln yp nach den i-ten und k-ten Zeilen, dann wird

N N ‘
1 \" i m+n ilm i\n

1’U=-ﬁz Z (_1)+k++‘(p()‘p()‘
©om=1n=m+1 @r(m) @r(n) |
XD(‘Pl,---,QDi—l’99i+1,...,(Pk_1,q7k+1,...,QD‘\'I1,...,m—l,m+1,...,n—1,n+1’__.,]v)_

(1+Wix(m,n)] (7)

Die Eigenfunktion (7) ist mit der Funktion (4) identisch, wenn wir A;; in der folgenden Form schreiben

pi(1) @:(2) |
ox(1) gp(2) | LTPaL2]. (74}

Es sei an dieser Stelle auf den Zusammenhang zwischen der Funktion (5) und der von Lexsarp-Jones und Mitarb.
vorgeschlagenen Eigenfunktion hingewiesen ®. Lexxarp-Jones und Mitarb. haben als Erweiterung der HarTREE—
Fockschen Nidherung die folgende Eigenfunktion vorgeschlagen:
1 ~
wL=ny A Wi (1) 7, (01) 71-(02) wsa(ts, 1) 7. (03) 1 (00) - - YN=1, N (EN-1, TA) M. (0N-1) 7 (on) ),

(8)
wobei die Zweielektronenfunktionen wix der Bedingung wir(t;,ts) = wir(ls, ;) geniigen, und %, und
7 _ die zwei verschiedenen Spinfunktionen sind. Es sei nun wix=vi(i) wi (k) [1+ Wi (i, k)] mit y; =wi und
Wir(i,k) =Wir(k,i) und es sei @1=y;7,, @a=WsY_,...,N="wx 7 _. Dann wird aus (8)

Aik(ql s q2) =

L= kaz {1 (1) ... @on(N) [1+W15(1,2) ] [1+ W5y (3,4)] ...} ©
ZT/iV!;Z {o1(1) o con(N) 14+ Wio+ Wyt oo o+ Wi Wag+Wio Wag+ ... 1)

Die Eigenfunktion von Lexnarp-Jones enthélt also die W-Funktionen nicht nur linear, sondern auch deren Pro-
dukte. Die Eigenfunktion (9) ermoglicht andererseits nicht die Beriicksichtigung der Korrelation zwischen allen
Zustandspaaren des Atoms, z. B. die Korrelation zwischen den Zustinden 1 und 3 148t sich nicht beriicksichtigen.
Die Eigenfunkiton (5) ist also einfacher und zugleich allgemeiner als der Ansatz von Lennarp-Jones und Mitarb.

Formal besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Ansatz (5) und der Methode der
Superposition der Konfigurationen. Betrachten wir die Formel (6) und fithren wir statt der Funktion
[g;(m) @i (n) —@;(n) ¢;(m)] Wj(m,n) die Funktion @9 (m,n) ein!®. Unsere Eigenfunktion wird dann

1 & % & X '
y=vr+ Va1 2 22 2 (=)™ @Y (m,n) x D(@y,.. |1, (10)
j=11=j+1 m=1 n=m+1
Diese Eigenfunktion wird eine Superposition der Konfigurationen darstellen, wenn die Funktionen @
entsprechend gewahlt sind.

Dies 1dBt sich am einfachsten an Hand eines Beispiels erkldren. Betrachten wir z. B. den Grundzustand des Be-
Atoms. In der Hartree—Fockschen Niherung ist die Konfiguration des Atoms (1s)2 (2s)2. Wir bezeichnen die
1s-Funktion mit v, die 2s-Funktion mit v,. Dann wird die Hartree—Focksche Eigenfunktion

1 ~
W= oA s (1) m, (1) w1(2) 7-(2) w2 (3) 7. (3) w2 (4) n_(4)).
Wir erweitern die Hartree—Focksche Naherung durch die Konfigurationen (1s) (3s) (2s)2 und (1s)2(2s) (3s). Die

Eigenfunktion fiir das (3s) sei yjy. Die Eigenfunktion, die die Superposition dieser drei Konfigurationen darstellt,
wird nun eine Funktion vom Typ (10) sein:

N N
Ws=YF + —VIT—; Z Z (=1)t*2tmtn @ O(m, n) Dyy(l,...,m—1,m+1,...,n—1,n+1,...,N)
© m=1n=m+1
1 & <
o D (=1)3+t4tmin @ 0(m, n) Dyy(1,...,m—1, m+1,...,n—1,n+1,...,N),
Y om=1 n=m+1

9 J. Lennarp-Jones, A. C. Hurtey u. J. A. Porie, Proc. Roy.  !° Die Funktion ©°j; braucht, auBer daB sie den iiblichen
Soc., Lond. A 320, 446 [1953]. Randbedingungen geniigt, nur antisymmetrisch zu sein.
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-1, (on) n_(0m)]

wobei D,°(m, n) = [y (m) ws(n) +v.(n) ws(m)]1 [0, (om) n_ (0n) =0, (02) n_ (om)] ,
D, (m, n) = [ys(m) yy(n) +ye(n) ws(m)][n, (6m) 1_ (0n)
und  Dp(1,2) = V2D 7. (D) wa(2) n,(2) |

(e (D) o (1) we(2) n_(2) 7

Wir gehen nun zur Diskussion der Eigenschafter
der Eigenfunktion (5) uber.

a) Die Erweiterung des Hartree-Fockschen An-
satzes mit dem Korrelations-Faktor dndert nicht
die Impulsmoment- und Spinquantenzahlen des ur-
springlichen Ansatzes.

Bezeichne L den Operator des Gesamtdrehimpul-
ses, S den Operator des Gesamtspins und es sei

11(1127"'7]\/): VN' (pl(l) ‘p2(2) (N)
und
N N
F(1,2,...,N) =1+ > > Wulrj,ri,r3).
=1 1=

Wir nehmen an, die Focksche Eigenfunktion ist

eine Eigenfunktion von £2, £,, S2und S,, d. h. z. B.

L2yp=L(L+1) R yy, (11)
S2yp=S(S+1) R2yp, usw.
Wir behaupten also, dal dann auch
L2y =L(L+1) h2y, wobei w=A(xF). (12)

Die Eigenfunktion wg=A Il ist infolge des Anti-
symmetrisierungsoperators eine Summe von Funk-

Dy (1, 2)_‘%(1)77 (1)

n@ @]

(M 7-(Q) i (2) n_(2)]

tionen. Bezeichnen wir die verschiedenen, durch den

Operator A erzeugten Funktionen mit 11, , II,,...
usw. Es sei z. B.

I1,=11(1,2,...,N),
II,= -11(2,1,...,N) usw.
Die Eigenfunktion v ist ebenfalls eine Summe von

Permutationen, die wir mit Il F,, Il, F5 usw. be-
zeichnen, wobei

F,=F(1,2,3,...,N), F;=F(2,1,3,...,N) usw.

Gl. (11) bedeutet also das folgende:
L2yp=L2AT]— £2ZH,,_L(L+1 h2Z 1,,

(11 a)
und Gl. (12) hat die folgende Bedeutung
L2y =[2 A(ITF) (12 a)
=£2ZUpr=L(L+1) h2ZHpF,,.
? P

Aus Gl. (11 a) folgt Gl. (12 a), falls
L2(II,F,) =F, 211,

fiir alle Permutationen.

(13)

Die Relation (13) laBt sich leicht beweisen. Multiplizieren wir zuerst von links die Funktion II, F, mit

der z-Komponente des Drehimpulsoperators:
N

Y R 3
- 2 Ll Py = 2 7 (Ik 5

=1

L,(I1,F,)

Yk Qzx

)H F, (14)

N N
h 3 CRY A h 3 3
“Fpk;?(xkéy;; ‘yka?;) 4 pk;?(ka ‘-’/’f'ax—k)”

Es sei nun daran erinnert, daf} die Funktion F, Funktion der Elektronenradien r,, 1y, ..

Funktion der Elektronenabstinde ryy, ry5,..

., Ty, weiterhin

s TN-1,N ist.

Infolge der Anwesenheit der Elektronenabstinde wird der zweite Summand der Gl. (14) eine Summe

von Ausdriicken vom Typ
fi 2 OFp Orkj _

1 drkj Oyx
sein. Mit Riicksicht darauf, daf}

ark, dar

Wi L.

erhalten wir :
i ar/ Tkj

an Orkj

an Qrkj
a’kl dyj

an al'k]

i drkj Oxzj

(15)

rei={(zr— )2+ (Y — i) 2+ (2 —2;) 2}

(zx(yr —y3) —yr(xr—75) —25(yr—y;) +yi(@e—x;)] =
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Wegen der Abhingigkeit der Funktion F, von den Gl (14) ergibt also L.(I11,F,) =F,L.1I,. (17)
Elelftron:nradien Ty, Ta,...,ry erhalten w-i.r indem  Hieraus folgt L.2(I1,F,) =F,L21],
fr”;‘;‘e“ Smgmanden der Gl (15) Ausdriicke Yoo o 4o schlfeBlich LI, 7)) = Fy L2 1T, (18]
3F, drx an Brs Das ist aber Gl. (13). die zu beweisen war.
(x ork dyr " om a’;}l) (16) Die Behauptung beziiglich der Spinquantenzahlen
_ der Eigenfunktionen ist trivial, da der Korrelations-
die ebenfalls Null sind, da faktor nicht von den Spinkoordinaten abhéngt.
3F, % i b) Wir schreiben die Korrelations-Eigenfunktion
(16) = o [xk ) — Yk Tk] : wieder in der Form (10) :
1599 j+1+m+n O
W= wr+-N'l Z Z Z (=1)ititmtn @5 (m, n) (19)
V j=11=j+1 m=1 n=m+1
XD(q)l""’(pj—ls(pii—l""9¢l-19¢l+19'- sq)hll--"s _11m+15---7n_19n+1’ .,N),
) ] Die Funktion @, 1aBt sich aus dem @9 folgender-
wobei @ (1,2) = 7i(1) #;(2) | Wi(l,2). maflen bilden: ] J
wi(1) @(2) | ) )
(19a) D1(g.9) =[1-2u(q,¢)] Pi(g. ¢), (21)
Die Eigenfunktion (19) andert sich nicht, wenn wir wobei
die Funktionen @ auf die orthonormierten Funk- ,
tionen Qu(q,q) =2u(q) +2u(q") —2u(q) 2u(q)
Prs PoeeeesPi1s Pist1s coesPrl1sPls1s++5PN (21 a)
mit dem Schmidtschen ProzeB orthogonalisieren. s
Mit anderen Worten: Die Eigenfunktion (19) an- Q(q) f(q) = .\: rs(q) f%.(qf) i(¢) dg. (21b)

dert sich nicht. wenn wir die Funktionen 45?1 durch
die Funktionen @;; ersetzen, die den folgenden Or-
thogonalititsrelationen gentigen:

’ * ( ’ =1,2,...,N
[ Da(a.q) @ (q)dqzo(;‘#]-’l )

(20)

Ersetzen wir nun @Y in der Funktion (19) durch @;,.

=]ll

[Es 14Bt sich leicht nachrechnen. dal} die durch die
Formel (21). (21 a) und (21 b) definierte Funktion
@, tatsichlich den Relationen (20) geniigt, bei be-
liebigen @9 .]

Unsere Behauptung ist also. dal}

yovret DT NP~ G () Dy 1) (22)
i l>ima>m
B Vivz ;:;S Zm(_l)”m"” ®jy(m,n) D(py,...[1....).
i n
Um (22) zu beweisen, miissen wir zeigen, daf}
Z Z (=1)itEmtn Qu(m,n) DY (m,n) D(py,...|1....) =0 (fiir jedes jund l). (23)

mmn>m

Die Relation (23) 1dBt sich folgendermaflen beweisen: Zuerst seien die Einelektroneneigenfunktionen ¢y,

@s 5. .., @y durch die Funktionen ¢y .1, @y.9,...

zu einem vollstindigen System erginzt. Dann entwickeln

wir @} nach den aus diesem vollstindigen System ausgewahlten Zweielektronenfunktionen:

(e <] (o]

g)?l (15 2) =

s=1t=s+1

Z Z ast[(ps(l) (pt(z)

—@s(2) ge(1)] . (24)
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Wir setzen jetzt (24) in (23) ein und erhalten auf Grund der Definition des Operators (1, 2) :

N N ) =)
YD (DI Qu(mn) 30X ayles(m) gi(n) —ps(n) @i(m)]
m=1 n=m+1 s=1t=s+1
X D(@1yeees®i1:Pists ...,(pl_l,tpl,,l,...,(,zm[1,...,mﬂl,m—kl,...,n—l,n—i—l,...,N)
<P1.(1) ?1(2) . e1(N)
@i-1(1) @51(2) ...
es(l)  @s(2) ...
¥ or & m Finll) 7@ |
“[55-3 5 Jaxl s (29
s=1i=1  s=1 t=s+1 (Pl—(ll()l) %(32()2)
s=j,l Pl Fn@ o
t=j,1 .
en(1)  en(2)
Dieser Ausdruck ist aber Null, und zwar bei belie- 5
. . .. . T=—-3 Z 4; (29)
bigem j und [, da in jeder auftretenden Determi- e

nante wenigstens zwei Zeilen gleich sind. Damit ist
die Relation (23) und zugleich auch die Relation
(22) bewiesen.

3. Die Berechnung des Energieausdrudkes

Unsere ndchste Aufgabe ist die Berechnung des
Energieausdruckes mit der Eigenfunktion (5). Wir
nehmen an, dafl die W -Funktionen das Produkt
eines Variationsparameters und einer vorgegebenen
Korrelationsfunktion sind, d. h.

(26)

le(rj’rls rjz) =lesz(fj, T, le)-

Die Eigenfunktion (5) sei aulerdem erweitert durch
einen Skalenfaktor k, der als zusatzlicher Variations-
parameter bei der Berechnung der Energie dienen
soll. Wir benutzen also die Eigenfunktion

vo=k"y(kq)

wobei y (gq) die Eigenfunktion (5) mit den W-Funk-
tionen (26) ist, und k¢ die Koordinaten kg,
kqs, ..., kqy bedeutet.

Der Erwartungswert der Energie des Atoms wird

(27)

E— S wo" Hy,dg

28
Jwo" wodg (28)

mit dem Hamirron-Operator (1) und der Eigen-
funktion (27) (dg=dg;-dg,"dgs ... dgy) . Wir
schreiben den HamiLton-Operator in der folgenden
Form:

H=T+U

)
N N
>
== T
j*l

und

~

y z 1
Uz;[_ ri:l+2

Dann erhalten wir

E— BIv' (@ Ty dg+k [y (@) UM w(g) dg
Tv* (@) w(g) dg '
(30)

wobei 1 (q) die Eigenfunktion (5) ist:
Ay, (1) ... ox(N)

. [l—i— gcjlfjl(rj’rl)}}-

Der Kiirze halber schreiben wir nun die Eigenfunk-
tion (31) in der Form

1
Y= (8}

M
yxv: ZCa Xa, (32)

a=0

wobei ¢g=1, yy=1vyr ; die Indizes a sind jetzt Ab-
kiirzungen fiir die Indizes jund [, d. h.

’V;ﬁfi{%(” o @n(N) fa} (@ +0). (33)

Der Energieausdruck (30) wird mit diesen Bezeich-
nungen

Na=

KX cocpl 1 Trpda+k S coepf 2" Uypdg
EZ,,J'JS = ap _—

S cacpf ra'2pda
a8
(34)

Die Eigenfunktionen ¢y, ¢5,..., %y und die Kor-
relationsfunktionen f;; betrachten wir als bekannte,
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vorgegebene Funktionen. Um die Energie E zu be-
rechnen, miissen wir also die Parameter £ und ca«
bestimmen.

Diese bestimmen wir aus dem Energieminimum-
prinzip. Zu diesem Zweck schreiben wir den Energie-
ausdruck in der Form

EZ Ca Cg Sap = k> YCQC/; Tas+k Y‘cac,z Uas . (35)

aﬂ :p

wobei wir die Bezeichnungen

Sap= / 7a 25 dq.

Tos= [ %' T 15 dg
U= [ 2a" U s dg

eingefiihrt haben. Differentiation nach c. ergibt das
Gleichungssystem

1
5 gg ;ca cs Sap+E Z cp Sap

CﬂTaﬁ+]iZ cs Uap .
A

und

(36)

_k-

Die Forderung, da} die Energie als Funktion der
Parameter c, ein Minimum annehme, ist gleich-
bedeutend mit den Gleichungen

QE/3ca=0 (a2=1,....M).
Mit Riicksicht auf (37) folgt aus (36) das Glei-

chungssystem

Scﬁ[k2Taﬂ+kUaﬂ—ESaﬂ]= (a=1,...,M).
B (38)

(37)

2)= 4 [A{#i0) ¢ )

oo on (N) fue(is k) }
x A {py (1) pa(2) ..

L.SZASZ

Die Gleichung besitzt nur dann eine nichttriviale
Losung, wenn die Determinante des Systems ver-
schwindet. Es mul} also gelten, daf}

det[k®Tap+ k Uap — E Sap] =
(a0, f=1,..., M).

Gl. (39) stellt einen Zusammenhang zwischen k und
E dar. Wir suchen denjenigen k-Wert, der die Ener-
gie zum Minimum macht. Das geschieht folgender-
maflen. Man wahlt verschiedene k-Werte, und be-
rechnet zu jedem k dasjenige E, das die Determi-
nante (39) zu Null macht. Von den verschiedenen E
wihlt man dann den tiefsten Wert aus.

Unser Ziel ist nunmehr die Berechnung der Ma-
trixelemente Tas, Uap und Sas. Bekanntlich gelten
die folgenden Relationen

Tep= [ 1 [(\“ —24)}10’&1

(39)

(40)

= : i=
. N—1 B
=N [ % (—Z)/rdq+ B [ 3" 2o dg,
B \ 2 12
(41)
Sap= [ 1" 22 dq. (42)

Wir berechnen zuerst diejenigen Matrixelemente, in
welchen 2 und f das gleiche Indexpaar — sagen wir
iund k& — reprasentieren. Betrachten wir die Dichte-
funktion

(43)
-@x(N) fir(i, k) } dggdgy ... dgn.

Wenn wir die Bezeichnung (19) wieder einfithren, wird

N
o (1, 2) = ST (C1)EEE R B (m, ) Dy (m, ) (44)
m=1 n=m+1
N
N (=1)itEtstt @Y (s,1) Dix(s,t) dgg...dgn,
s t=‘:L1
wobei
D,-k(m,n)=D(gvl,...,(pi_l,q9,~+1,...,(pk_l,(pk,,l,...,q)NIl,...,m—l,m+1,...,n—l,n+1,...,N).

Die Funktion (14) laft sich leicht berechnen, wenn
wir von der in dem vorigen Kapitel erorterten Or-
thogonalitits-Eigenschaft der Eigenfunktion Ge-
brauch machen. Wir ersetzen Q?k(q, q') durch die

Funktion @;;(q, q’), wobei

Di(q,q) = [1-Qix(q,q)] P (g.¢)  (45)
mit dem in den Gln. (21 a) und (21b) definierten
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Q;1.. Da diese Substitution die Eigenfunktion nicht 2) die Zweielektronenfunktionen geniigen den Be-
andert, wird sich dadurch auch die Dichtefunktion dingungen

0i(1,2) nicht dndern. Bei der Berechnung des In- e , s=1,2,....N\ 4

tegrals (44) sind also die folgenden Bedingungen / Dir(g:9) ¢s*(¢') dg =0, (sa&i, k )(4/)
A be.achtefl: ] ) ) und haben die Form (45).

1) Die Einelektroneneigenfunktionen sind ortho- Dis Diditebunkiion pyg(L, 2) mit den Nebanbedin,

normal: gungen (45), (46) und (47) wurde von Fock, WEs-
ftpi*(q) ¢r(q) dg= i, (46)  seLow und PeTrasHen berechnet8. Man erhalt
1 > '
Qik(1’2) l\f(N 1) { ik (17 2) sz(la 2) +
N N
+ ) (DR[| Du(2.3) P dgg+ > |@u(2) [ | Dir(1,3) 2 dgy (48)
u=1 u=1
u*i,k u*i,k

N N
— D e (1) u(2) [ P (2.3) Pi(1,3) dgz— > ¢ (2) u(1) [ Pi(1,3) Py (2,3) dgy
u=1 u=1

u=*i,k u*ik

1 2
+ 5 f | @i (3,4)  dgs dgy x

Wir berechnen nun auch die Dichtefunktion 0;; (1) :

N
ou(1) = [ 0n(1.2) dq2=;{/|¢m(1,2)i2dq2+ 3 [ ®u(2.3) P dgdgy D[ wu(1) } (49)

u=1
u+ik

Aus (49) erhalten wir schlieBlich Oir = / 0 (1) dg, = %/ | D (1,2)2dg dgs . (50)

Mit Hilfe der Formeln (40), (41), (42), (48) und (49) und (50) erhalten wir die gesuchten Matrix-

elemente:

T, in= 73—,//‘1{97; N[} T ALy ... oy fu} dg = [ D (1,2)[—%411] Dy (1, 2) dg, dg, (51)

+3 [ | Du(3,4)]2 dgy dg, /% (1) [ -3 4,1 u(1) dgy,

u::zk

Uik.ik=/ ];! A{gi - N fa} UA{p...onfu} dg
= [ (1.2) [~ 7] Pu(1.2) dgydge+ , [ PR (1,2) ] Bu(1.2) dg, dgs

N N
+ 3 [ lou@} 1| Di(1,3)F dgydgsdgy — > [#u(D) gu(2) 1 Pk (2,3) Di(1,3) dg, dgp dg,
=1 12 12

u=1
u =1,k u *1,k
N
1 - . Z
+y /l¢ik(3,4)l2dqsdq4{z [e|- ] Pu(1) dg,
uu:%,k
L5 X [loe@Bleo@P—gu® oa @) 20’0 #0@) g, go. |
s ) — 9149
Ay

und schlieBlich Six, ir= — - f A {g1.. .oxfa} 4 {P1-..oxnfu} dg=0i=3 / l D(1,2)dg, dg,.  (53)
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Wir berechnen nun diejenigen Matrixelemente, bei denen a die Indizes i und %, § die Indizes & und j
reprisentieren. Zu diesem Zweck definieren wir zuerst die Dreielektronenfunktionen @;;;(1,2, 3) und

<I~),~,,.j(1. 2,3) folgendermalien:

Diri(1,2,3) = Dy (1, 2) @;(3) — Pir (1, 3) 9;(2) + Pir (2, 3) @;(1), (54)

Biyj(1,2,3) = Dy (1, 2) @i(3) — Diy (1, 3) 7i(2) + Pij(2,3) @i(1), (55)

Infolge der Bedingungsgleichungen (46) und (47) geniigen diese Funktionen den folgenden Relationen:
# . s=1,2,...,N

[ Pui(1,2,3) 9" (3) dgy =0 (s#i’ ki ) (56)

s=l,2,...,N}. (57)

[(Z)ikj(l’2,3) s (3) dg; =0 {s#i,k ;

Wir miussen nun die folgende Dichtefunktion berechnen:
0w (1,2) = o [ A{@1 (1) copk (V) fix )Y {1 (1) .. oy (V) iy (k. /) } dgy dgy ... dgy  (58)
0irj (1, 2) 1dBt sich mit Hilfe der Funktionen (54) und (55) in der folgenden Form schreiben:

,k](l 2 ’\('/ )l+h+]+s+t+u @* (S, t, u) (59)
8 t>su>t

x Dixj (s, t,u) l_ Z Z (—1)itktitptats g51'1;1'([1, q,r) Dij(p,q,r) dgzdgy...dgy.
P g>pr>q

Hier ist Dj;j(s, t,u) eine (N —3) x (N —3)-Determinante, die aus der urspriinglichen (N x N)-SLATER-
Determinante dadurch entsteht, daB die Zeilen 7, k¥ und j und die Spalten s, ¢ und u gestrichen werden.
AuBer der GroBe (59) brauchen wir noch die Funktion

oirj (1) = f oixj (1, 2) dg, (60) und das Integral Oikj = /Qikj(l) dg, - (61)

Integrale vom Tvp (59), (60) und (61) mit den Nebenbedingungen (56) und (57) sind von Jucys be-
rechnet worden !

Mit Hilfe dieser Integrale lassen sich die uns interessierenden Matrixelemente berechnen. Wir gehen
hier nicht auf die langwierigen Einzelheiten der Berechnungen ein, sondern geben sofort die Resultate an.

Wir erhalten Tos = LAl v T Ay .. ox fri) dg

=%/¢ikj (1,2,3) [ -3 4] ‘j)i/.-j (1,2,3) dg; dg, dg; (62)
. N .
- ,317!/(1)“]. (1,2, 3) Di;(1,2,3)dg, dg, dg; ; f‘Pu (1) [—34,] ¢u(1) dgy
u:ZIlc,j
Ui, ki= 1, f/i {1...¢xfuc} UA~{<P1 - o fri} dg (63)

2f¢11\] (1,2, 3)[ } Dii(1,2,3) dgy dg, dgz + /CDU\/ (1,2,3) - By5(1,2,3) dg, dgs dgy
N .
- Zf|%(2)|2 . ¢,k] (1,3,4) Pi;(1,3,4) dgydg, dgsdg,

*i.k,]

e O

N
N L AU AR ,,,gblk] (1,3,4) Dy;(2, 3, 4) dgy dg, dgs dg,
uxui,k,j

11 Sjehe die unter Anm. 8 erwihnte Arbeit von Jucys.
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N
1 * = * VA
+ gy [Pl (1,2,3) By (1,2, 3) dg, dgz gy {u;/q>u W) [~ £] 1) dgy

ux1i,k,j
N N > » *
IR / (Pu |70 =puD) 7' @) 20" D) 2o® g g, |

u:i 1:-:1 T1e
uxw
u *1,k,j
und schlieBlich Sik, ki = Qiri= 31{ fq):/.-j (1,2,3) Py(1.2,3) dg; dg> dgs. (64)

Wir brauchen schlieBlich diejenigen Matrixelemente, bei denen die Indizes o und [ zwei verschiedene Index-
paare [sagen wir (i, k) und (j, )] reprasentieren. Diese Matrixelemente konnen genau auf die Weise be-

rechnet werden wie die Integrale (51), (52), (53), bzw. (62), (63) und (64). Wir brauchen zuerst die
Dichtefunktionen

Qirjt(1,2) = '1\}! [ALpr. . onfu} A{ps...oxfn} dgzdg,. .. day (65)
und o1 (1) = f oirji (1, 2) dg, (66) und das Integral Oinji = /‘Qikﬂ(l) dg, . (67)
Wir definieren nun Vierelektronenfunktionen ®;;;(1,2,3,4) und @ikﬂ(l,2,3,4) folgendermallen:

Diyir(1,2,3,4) = Dy (1, 2) 1;(3,4) — Dy (1, 3) pj(2,4) (68)
+ Dy (1,4) (2, 3) + Pix(2,3) 1ju(1,4) — Pir(2,4) uju(1,3) + P (3,4) pu(1,2)

und

Bypr(1,2,3,4) = g (1, 2) Di(3,4) — wir (1, 3) Dy(2,4) (69)
+ i (1,4) Di(2,3) + win(2,3) Pyr(1,4) — i (2,4) Pyu(1, 3) + wir(3,4) Dj(1,2)

- pa(L,2) = | D =01,

Infolge der Gln. (46) und (47) geniigen die Vierelektronenfunktionen den Relationen:
[ Pup(1,2,3,4) ¢*(4) dgy =0 (51, 2,. N) (70)
/(pikil(l’ 29 374') (ps*(4‘) dq4EO (S#i,kyjal (71)
Aus der Dichtefunktion (65) wird nach der Einfiihrung der Vierelektronenfunktionen (68) und (69)

1 i 1 * *
oixj1(1,2) = W/‘ Z Z Z Z (—L)Frasirirsrinisy @ikﬂ (s, t,u,v) Dik;‘l (s, t,u,v) (72)
& s t>su>tv>u

X Z Z Z Z ( = 1)i+k+j+l+m+ﬂ+17+q éik}'l(m’ n,p, ‘I) Dikjl(’"f: n, p, ‘1) dQ3 dQ4 e dq;\; .
ma>mp>mq>p

Dichtefunktionen vom Typ der Funktion (72) mit den Nebenbedingungen (70) und (71) sind in der zi-
tierten Arbeit von Jucys berechnet worden. Nachdem die Dichtefunktionen (72) und (66) und das Inte-
gral (67) bekannt sind, lassen sich die uns interessierenden Matrixelemente berechnen. Ohne auf die ein-
fachen, aber langwierigen Berechnungen einzugehen, geben wir hier die Resultate an:

T, j1= ;;/ﬁ (@1 ... onfa} T A{py...onfu} dg
= o [Pl (1,2,3,4) [ 3 4,] Bui(1,2,3,4) dg, dgs dg; dg (73)

1 * ¥
+ 5 [@ikjl (1,2,3,4) Py;(1,2,3,4) dg, dg, dg; dg,

N *
* 3 [ MI-34] gu(1) dgy.
u=1

u *1,k, 7,1
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1 % * * % >
Ui, i= y, [A{gL.. .o fa} UA{ps.. . ox fu} dg (74)
5 Z) g
- ?’l,'_qul.kﬂ (1,2, 3, 4) [— - ](l)ikjl(lszs 3,4) dg, dg, dgz dg,
+ g [P (1.2.3.4) S Pup(1.2.3.4) dgy dg, dgy dg
+ 31'_/2 [(pu(?,)[zr—l—@?kjl (1.3.4.5) ‘i’zA«jz(1:3,4=5) dq, dg, dg; dg, dg;
: = 12
u*i,lg,j,l
N % ~
= ;,fz Pu(1) @u (2)  Pinje (1,3, 4,5) Piia(2,3,4,5) dgy dgp dgs dg, dgs
u:?,}c,j,l
N
+ 4y [ Piric (1.2,3.4) Pusi(1.2.3,4) dg, dg, dg; dg, {Z /%(1) 1]%(1) dg,
N N
1 X u 1 £ 2 i u 1 u 2 (% 1 v 2
L Z S [lra®Flre@p wrlqwr '@ @t (1) go(@) dqldqg}
TR )
u,v+14,k,75,1
und schlieBlich Sir 11— 4‘! [@iki (1.2.3.4) Dy50(1.2.3.4) dg dgp dgy dg, . (75)

Die Ausdriicke (51), (52), (53), (62), (63), (64),
(73), (74), (75) lassen sich folgendermallen kon-
trollieren. Man hat die Zwei-, Drei- und Vierelek-
tronenfunktionen durch die entsprechenden (2 x 2)-,
(3% 3)- und (4 x4)-StaTEr-Determinanten zu er-
setzen. Dann reduzieren sich alle Integrale auf die
entsprechenden HartreEE-Fockschen Matrixelemente.

Mochte man eine Korrelations-Eigenfunktion von
der Form (5) bzw. (27) fiir ein Atom berechnen,
dann hat man folgendermallen vorzugehen. Man hat
zuerst eine Wahl beziiglich der Einelektronenfunk-
tionen ¢y, @y, ..., @y und der Korrelationsfunktio-
nen W; (j,l=1,...,N) zu treffen. Dann hat man
die zur Berechnung der Energie notwendigen Matrix-
elemente auf Grund der Formeln (51) bis (53),
(62) bis (64) und (73) bis (75) zu ermitteln. Mit
den Matrixelementen bildet man die Sakularglei-
chung (39) und bestimmt den Skalenfaktor % und
den Energieparameter E mit Hilfe des Energie-
minimumprinzips auf die bei Gl. (39) geschilderte
Weise. Durch die auf diese Weise berechneten Werte
von k und £ sind auch die Parameter c;; und damit
die gesamte Korrelations-Eigenfunktion eindeutig
bestimmt.

12 Sjehe z. B. E. Trerrrz, A. ScurtTer, K.-H. Dertvar u. K.
JorcEns, Z. Astrophys. 44, 1 [1957].

4. Die Berechnung einer Korrelations-
Eigenfunktion fiir den Grundzustand
des Be-Atoms

Als erste Anwendung unserer Methode berechnen
wir eine Korrelations-Eigenfunktion fiir den Grund-
zustand des Be-Atoms. Die HartrEE-FoCKksche Eigen-
funktion des Atoms sieht folgendermallen aus:

i _T/TA{(fl(l #2(2) @3(3) p4(4)} (76)

mit @y =y15(r) 5, (0), @g=1ya(r) 7, (9), (77)
Pa=v1s(r) 1-(0), @y=1ys(r) 5-(0).
Der Korrelationsfaktor hat die folgende Form:
F=1+Wisa1sp(T1Ls) + Wisa2sa(¥q ¥3)
+ Wisa2sp(Ty Ty) + Wisposa(To Tg)
+ Wisp2sp (Yo Ty) + Wasaoep (15 1y).

(78)

(Wir haben die Elektronenzustinde mit positivem
Spin mit dem Index a, diejenigen mit negativem
Spin mit f gekennzeichnet. Die Koordinaten der bei-
den 1s-Elektronen bezeichnen wir mit 1; und t,,
diejenigen der 2s-Elektronen mit 15 und 14.)
Die W-Funktionen schreiben wir in der Form
einer HyrLLeraasschen Reihe:
Wap= Zcm"l (71—"2) M(ry+r9)" "12 (79)
m,n,l
Aus Arbeiten iiber das He-Atom wissen wir 12, dafl
dort die (1s— 2s)-Korrelation klein gegeniiber der
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(1s —1s)-Korrelation ist. Die Korrelation ist im
allgemeinen vermutlich immer dann grof}, wenn die
Eigenfunktionen starke Uberlappung zeigen. Infolge-
dessen haben wir in F die W-Funktionen, die die
1s — 2s-Korrelation représentieren, gestrichen. In
dem Wisa1sp und dem Wasa2sp sind die wichtigsten
Glieder diejenigen mit m=0, n=0, [=1. Unser
Korrelationsfaktor wird also

F=1+C1r12+C2r34. (788)
Die Korrelations-Eigenfunktion wird
o=k (k q) (80)
mit
i
vig) = - (81)

k /I{%(l) ®2(2) @3(3) @y(4) [1+cyria+carzgl )

Wir haben nun die Wahl beziiglich der Funktionen
s und s zu treffen. Zur Berechnung der Energie
mit der Eigenfunktion (80) mochten wir moglichst
gute Einelektronenfunktionen benutzen, etwa solche,
die nach der ,,self-consistent-field“-Methode bestimmt
sind. Die bei der Berechnung der Matrixelemente
auftretenden Integrale lassen sich jedoch nur dann
mit der erwiinschten Genauigkeit berechnen, wenn
die Eigenfunktionen bei beliebiger Schrittlange tabel-
liert werden konnen. Infolgedessen brauchen wir
analytische * Einelektronenfunktionen. Analytische
Eigenfunktionen, die fast so gut sind wie die exak-
ten Losungen der Hartree—Fockschen Gleichungen,
erhilt man mit der Roornaanschen Prozedur 4. Wir
haben deshalb die von Roornaan und Mitarb. be-
rechneten Eigenfunktionen benutzt 1. Unsere Eigen-
funktionen sind also

1 Pis(r) 1

Y= anr 5= Va

6 6
wobei Pi= > aini, Py= D bimi (82a,b)
i= i

mit 9 =N;re %7, yy=Nyr2e %7,
—Zer

_ _ 2~z
ny=Nsre s Ng=Nyrie %47,
g

(83)

-z
Ng=Nsre 277,

13 Darunter sollen hier Funktionen verstanden werden, die
in einfacher Weise aus elementaren Funktionen aufgebaut
sind.

14 C. C.J. Roornaaxn, Rev. Mod. Phys. 23, 69 [1951]. — R. K.
Nesser, Quart. Prog. Rep. Solid State and Molecular
Theory Group of MIT, Oct. 1955 (unveroffentlicht).
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Die Konstanten N; sind aus der Gleichung
/ 771‘2 dr=1
0
zu bestimmen, wiahrend wir die Koeffizienten a;, b;

und Z aus der Arbeit von Rootnaan und Mitarb.
entnommen haben:

a,=0,08874, b,=-0,07584, Z =65,
a,=0,00490,  by= —0,02895, Z” =34,
a;=0,93531,  by= —0,06455, Z”'=09.
a;= —0,02271, b,= —0,20805,

a;= —0,00459, b, =0,38602

ag= —0,00220, by =0,74073,

Nachdem die Einelektronenfunktionen und die Form
des Korrelationsfaktors festgesetzt sind, ist unsere
Aufgabe die Berechnung der Parameter k, c; und c,.
Wir bilden die Sakulargleichung (39) fiir diesen
speziellen Fall:
det[k2 Tij +k Uij ——ES,‘]‘] =0 5
(1,j=0,1,2)

wobei T,'j = / Zi* T Li dq N U,']' ’ Sii entsprechend,

(84)

1 3
und Xo= Jal A {‘P1 s Pt s
1 =
= /1/4' A{(pl...¢4 T12}9 (85)
Yo = 7}47! A{py... P34} -

Die Berechnung der Matrixelemente 7';;, U;; und S;;
erfolgt mit Hilfe der Formeln (51) bis (53), (73)
bis (75). Die Resultate mit der Funktion (85) ha-

ben wir im Anhang zusammengestellt.

Nachdem die Matrixelemente der Sikulargleichung
berechnet worden sind, bestimmt man die Parameter
k, ¢; und ¢, folgendermaBen. Man wihlt verschie-
dene £-Werte (zuerst £ =1) und bestimmt dazu den-
jenigen E-Wert, bei dem die Determinante des Glei-
chungssystems (84) Null wird. Von den bei ver-
schiedenen k-Werten berechneten Energiewerten
wihlt man dann den tiefsten Wert aus. Nachdem £

15 Technical Report (1957—59) of the Laboratory of Mole-
cular Structure and Spectra, Dep. of Physics, University
of Chicago. C. C. J. Roornaaxn, L. M. Sacus u. A. W. Werss,
Analytical Self-consistent-field Functions, page 99.
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HARTREE

und HARTREE1®
Unsere Berechnungen
ohne Austausch?!?

HARTREE
und HARTREE!®

Art der Berechnungen

self-consistent-field,
ohne Austausch
Eigenfunktion mit Kor-
relationsfaktor,

ohne Austausch

HarTREE-FocKsches
,,self-consistent-field**

Bripmax und Mitarb.1? ,,open orbitals‘

Boys?0 Superposition von
6 Konfigurationen
Boys?0 Superposition von

10 Konfigurationen

Die vorliegenden Eigenfunktion vom

Berechnungen HyrvLerAaasschen Typ
Jucys* Superposition von
3 Konfigurationen mit
self-consistent-field
Experimentell 22

Energie ¥ YoaR
g Korrelationsenergie

— 14,5185 =
— 14,5771
— 14,5700 ohne Korrelation
— 14,5810 119,
— 14,6210. . 519
— 14,6220 539,
— 14,6239 559,
— 14,6420 73%
— 14,6681

Tab. 2. Die mit den verschiedenen Niherungen berechneten Energiewerte, sowie die experimentelle Energie des Be-Atoms im
Grundzustand. (Die Energiewerte in atomaren Einheiten.) Die Korrelationsenergie definieren wir als die Differenz E (Experi-
mentell) —E (Hartree—Fock).

und E bestimmt sind, lassen sich ¢; und ¢, einfach
berechnen. Wir erhalten bei

k=1, ¢;=032, ¢;=0,19, E= —14,6085a.E.

Das Energieminimum ergab sich bei

k=104, ¢,=052, c¢,=0.24

zu E= —-14,6239 a.E.

In Tab. 2. sind unsere Resultate und die Resultate
verschiedener fritherer Berechnungen sowie der ex-
perimentelle Wert fiir die Energie des Be-Atoms zu-
sammengestellt.

5. Berechnung einer nicht-antisymmetrisierten
Korrelations-Eigenfunktion

Es ist eine interessante Frage, wie stark die Kor-
relationsenergie durch die Antisymmetrisierung der
Eigenfunktion beeinflufit wird. Diese Frage wurde
von Macke diskutiert 2 und es wurde gezeigt, daf}
die Korrelationsenergie eines Fermi-Gases nur um

18 D. R. Hartree u. W. Hartree, Proc. Roy. Soc., Lond. A
149, 210 [1935].

17 Siehe die Dissertation des Verfassers (Juli 1959).

18 D. R. Hartree u. W. Hartreg, Proc. Roy. Soc., Lond. A
150, 9 [1935].

19 G. H. Bripman, R. P. Hurst, J. D. Gray u. F. A. Martsex, J.
Chem. Phys. 29, 251 [1958].

etwa 207 durch die Antisymmetrisierung der Eigen-
funktion verandert wird.

Die Wirkung des Korrelationsfaktors auf die be-
rechnete Energie des Atoms ldft sich unabhingig
von der Antisymmetrisierung der Eigenfunktion
folgendermaflen untersuchen. Wir berechnen die
Energie des Atoms mit der Eigenfunktion

po=k*2y(k1), (86)
wobei
l;)(I‘) ZWIS(I) #’15(2) 9'25(3) 9'25(4‘)
“[I+eciriatearsgy]. (87)

Die Funktionen (86) und (87) unterscheiden sich
von (80) und (81) durch die Abwesenheit des Anti-
symmetrisierungsoperators. Die Einelektroneneigen-
funktionen ;s und s sind nun die mit der Me-
thode des ,,self-consistent-field* ohne Austausch be-
rechneten Eigenfunktionen.

Die Bestimmung der Parameter k, ¢, und c, er-
folgt genauso wie bei den Berechnungen mit Aus-
tausch. (Eine ausfiihrliche Diskussion dieser Berech-
nungen findet man in der Dissertation des Verfas-

20 S. F. Boys, Proc. Roy. Soc., Lond. A 201, 125 [1951].

21 V. Kisartas, V.Kaveckis u. A.P. Jucys, J. Exp. Theor.
Phys. USSR 29, 623 [1955].

22 A.E. Moore, Atomic Energy Levels, Nat. Bur. Stand.,
Washington 1949.

2 W. Macke, Z. Naturforschg. 5a, 192 [1950].
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sers.) Die Energie des Atoms ergibt sich zu
E=-14,577 a.E.

bei k=105 ¢, =054, ¢=0,25.

Es sei hier erwihnt., dal die Hartrersche Eigen-
funktion [d. h. die Eigenfunktion (87) bei ¢; = ¢, = 0]
die Energie zu £ = — 14,5185 a. E. ergibt.

6. Diskussion der Resultate

hier daran erinnert, dafl unser Ziel
die Ubertragung der HyLieraasschen Methode auf
Atome mit mehr als 2 Elektronen war. Zu diesem
Zwecke schlugen wir die Korrelations-Eigenfunktio-
nen (5) vor, mit deren Hilfe die Korrelation zwi-
schen allen Elektronenpaaren des Atoms beriicksich-
tigt werden kann. Mit der Funktion (5) haben wir
dann einen Energieausdruck hergeleitet. Unsere
Hauptresultate sind die Formeln (51) bis (53),
(62) bis (64) und (73) bis (75). Diese Formeln
stellen ein Schema dar, auf Grund dessen Korrela-
tions-Eigenfunktionen vom Typ (5) fir grioflere
Atome berechnet werden konnen. (Die Theorie ist
zuerst nur fur Atome entwickelt, deren Eigenfunk-
tion in der HarrrEe—Fockschen Naherung eine
Svater-Determiante ist.)

Unsere numerischen Resultate zeigen die Brauch-
barkeit der von uns vorgeschlagenen Methode. Wie
aus Tab. 2 ersichtlich ist, ergibt unsere einfache
Korrelationsfunktion (81) fiir den Grundzustand
des Be-Atoms etwa die Halfte der Korrelations-
Energie. Die Eigenfunktion ist also wesentlich bes-
ser als die Hartree—Focksche Eigenfunktion. Ein
Vergleich mit den verschiedenen fritheren Arbeiten
zeigt, dall unsere Funktion besser ist als die ,,open-
shell“-Funktion von Bripmax und Mitarbeitern und
auch besser als die 6- bzw. 10-Konfiguration-Eigen-
funktionen von Bovs, aber schlechter als die mit dem
»self-consistent-field“ berechnete Konfigurations-
funktion von Jucys. Dal} unsere Funktion besser ist
als die 10-Konfigurationsfunktion von Boys und
schlechter als die 3-Konfigurationsfunktion von Ju-
cys, liegt vermutlich an der verschiedenen speziellen
Wahl der Einelektronen-Eigenfunktionen. Wahrend
Boyvs Einelektronenfunktionen von sehr einfachem
Typ benutzt hat, wurden von Jucys fiir die dem
Grundzustand beigemischten Funktionen mit Hilfe
des Energieminimumprinzips Integrodifferentialglei-
chungen hergeleitet, und die Funktionen mit einer
Iterationsmethode aus diesen Gleichungen bestimmt.

Es sei
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Die Giite der von uns benutzten Einelektronenfunk-
tionen liegt etwa zwischen der Giite der erwidhnten
beiden anderen Moglichkeiten. Die Roornaaxschen
Funktionen sind zwar fast so gut wie die exakten
Hartree—Fockschen Eigenfunktionen, aber in einem
Ansatz mit Korrelationsfaktor, wie (5), verlieren
sie die Eigenschaft, die Energie zum Minimum zu
machen. Die Einfithrung eines allen Elektronen ge-
meinsamen Skalenfaktors ist nur ein schwacher Er-
satz fur die Bestimmung der besten Funktion in
einem solchen Ansatz.

Andererseits sind die besseren Resultate von Jucys
mit sehr viel mehr Rechenarbeit erkauft, da dort
neben dem Siakularproblem auch noch ,self-consis-
tent-field“-Gleichungen zu losen sind. Man wird ver-
mutlich bessere Resultate mit weniger Rechenarbeit
erhalten konnen durch die Erweiterung der Funk-
tion (81) durch weitere Korrelationsfunktionen.

Es ist interessant, die ohne Austausch berechneten
Resultate mit den mit Antisymmetrisierung erhalte-
nen Resultaten zu vergleichen. Die Einfilhrung des
Korrelationsfaktors ergab eine Verbesserung der
Energie gegeniiber der Hartreeschen Energie um
0,0586 a.E. Die von uns berechnete Korrelations-
energie betrdgt 0,0539 a.E., d.h. die Austausch-
bzw. Korrelationskorrekturen erwiesen sich in guter
Naherung als additiv. (Auch der Skalenfaktor k& und
die Korrelationsfaktoren ¢;, ¢, stimmen in beiden
Berechnungen gut iiberein.)

Dieses Resultat, das mit den Ergebnissen von
Macke ibereinstimmt, kann bei der Vorbereitung
weiterer Berechnungen brauchbar sein. Mochte man
nimlich verschiedene Korrelationsfaktoren auspro-
bieren, dann ist es zweckmiBig, ihre Wirksamkeit
zuerst mit Hilfe von Berechnungen ohne Austausch
zu uberpriifen. Unsere Resultate deuten darauf hin,
dal} die Resultate ohne Austausch eine zuverlissige
Schitzung der mit Austausch berechneten Korrela-
tionsenergie darstellen.

Die vorliegende Arbeit, deren Inhalt mit dem Inhalt
der an der Ludwig-Maximilians-Universitit zu Miinchen
eingereichten Doktordissertation des Verfassers im we-
sentlichen iibereinstimmt, wurde wihrend meines Auf-
enthaltes in dem Max-Planck-Institut fiir Physik und
Astrophysik (Gottingen und spdter Miinchen) ausge-
arbeitet. Ich bin Herrn Professor L. Biermann, dem Di-
rektor des Max-Planck-Instituts fiir Astrophysik, fiir ein
Doktorandenstipendium sehr dankbar. Ich méchte aufler-
dem Fraulein Dr. E. Trerrrz und Herrn Dr. H. Preuss
fiir zahlreiche iiber das Thema gefiihrte Diskussionen
meinen besten Dank aussprechen.
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Anhang

Formeln fiir die Berechnung der Matrixelemente
der Sakulargleichung

Die Matrixelemente erhalten wir aus den Formeln
(51) — (53) und (73) — (75). Die Matrixelemente las-
sen sich verhdltnismiBig einfach darstellen, wenn wir
einige Hilfsfunktionen einfiihren. Es sei

Nia(r) = — § dys(r),
Xow(r) = — § Ay (1),
Varlr) = [ el wa ) 1 2o
’ (a, B=1s,2s), (A3)

War) = [ ale) ) [ 11| a0
(a9ﬁ =15, 25) )

(A1)
(A2)

(A4)

L.SZASZ

Yis=— $A(p1s Wis,25),
Yos=— & A(yas Wis, 25).

(A5)
(A6)

Es seien f;, fs,. ... [« verschiedene Funktionen von ry,
fat1, fat2,---sfp anktionen von ry. Wir definieren
die GroBe A(fy...fa|far1...15|p) folgendermaBen:

A(fy..falfat1-.-f5]P) (A7)
= [[ 1) falr). o alr)
* fat1(r2) fat2(ra). .. fp(rs) risdoy doy,
Wir definieren weiterhin die Grofle B(f; . .. f4) :
B(fs.-fo) = [ fo(r) fo(r) .. fa(r) dv. (A 8)
Es ist natiirlich

A(fy .. falfat1...15]0)

=B(fy...fa) B(fat1...f5) . (A9)

Wir bilden zunéchst aus den nichtorthogonalen Zweielektronen-Funktionen
D,°(1,2) =p1s (1) w1s(2) reo(n, (1) 7 (2) =17 (1) 7, (2))
und Dy°(3,4) =2:(3) was(4) raq(n, 3) n_(4) =1 (3) 7. (4))

(n., n_ Spinfunktion) die orthogonalisierten Funktionen

Di(1,2) = [pi1s (1) wis(2) ra—w1s (1) wes(2) Wia(1)

—pas (1) wi1s (2) W12(2) + A was (1) was(2)] (7. (1) n_(2) —n_ (1) 1, (2))

mit A=A(1s,2s|1s,2s|1) =B (1s, 2s, W15)

und @,(3,4)  entsprechend.

In den nachfolgenden Formeln haben wir noch der Kiirze halber statt y1s bzw. w2 einfach 1s und 2s geschrie-
ben und statt Xis, Y15 einfach X, Y; usw. Es ergibt sich mit diesen Bezeichnungen

Tyo=2B(1s X,) +2B(2s X,) ,

(A 10)

1
Up=—2ZB(1s1s ;) _2 ZB(zs 2 r) +B(1s1s V) +B(2525 Vay) +4 B(1s 1s Vas) —2 B(1s2¢ V) , (A 11)

Seo=1; (A12)
T w=2B(1s X; W) —2B(2s X;)B(1s1s W) +2B(2s X,) B(1s1s W y,) , (A 13)
(A 14)

Upw——27B (15 1 } W1,> +4B(1s1s Ve Wyy) —2B(1s1s Vs Wyo) —2B(1s28 Vo Wyy)

+B(1s2s W) B(1s2s V) +B(1s1s Wyy) B(2s2sVy) —2Z B <2s 2s —:—)B(ls 1s W) —B(1s1s W) X

1
X {2 B(1s2sVy,) —2ZB(1s2s T)} +1,

S1o=B(s1ls W) .

(A 15)

Die Matrixelemente Ty, Us und Sy erhélt man aus Ty, Uy und Sy, indem man iiberall den Wechsel 1s — 2s,
2s— 1s, bzw. Wis— W5, usw. durchfithrt. Wir erhalten weiterhin

Tyy=1+2A4(1sX,[1s1s]2) —4 4 (1s Xo[1s1s Wi | 1) —2B(1s Yy Wys) +4B(1s Xy Wy5) B(1s2s Wy5)

+2B(2s X,) B(1s1s W15%) —2B(2s X,) x [B(1s2s W15)]12+2 S;; B(2s Xs) ;

(A 16)
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U11=—2ZA(1sls :—]lsls|2) +2ZB(1S 1s - Wy W12> (A17)
+474 (1525 : |151s W12|1> ;423(1s25 : Wia) B(1s 25 Wio)
+B(1s1s Wys W) {23(2525 Vas) ~2 2B (2526 })} +[B(1s2s W) ] {2 7B (25 2 :) _B(25 25 V) }

+ 5, {3(25 25 Vay) —2ZB (25 2 :)} LB(1s1sWyy) —2B(1s1s Wi Wis Vas)

+4A(1s2sWis|1s25s Wio| —1) +4 A(1s1s Vs | 1s1s|2) —4 A(1s28 Vs | 1s Is Wy | 1) —2 141,

wobei Iya'= / B (1) as (1) wis (2) was (2) wis (3) wis(3) doy doy doy, (A 18)
12
Si=A(1s1s|1s1s|2) —2B(1s1s Wys Wyo) + [B(1s2s W) ]2.

Die Matrixelemente Ty, Uy und S,y erhédlt man aus T4y, Uy; und Sy, wenn iiberall 15 durch w25 und 25 durch
15 ersetzt wird. Wir erhalten schlieBlich

T19=2 850 B(1s X; Wy;) +2 S;0B(25 Xy Was) —2B(2s X,) B(1s25 Wy W) ; (A 19)
U= —27 S B (15 1s ) Wu> _27S,B <2s 2 : Wzg) 278 (15 2 :) B(1s2s Wy Way) (A 20)
+B(252s W) +B(1s1s Wyy) +A(1s2s|1s2s|2) B(1s2s V) +4 A(1s1s Wy | 2528 Woy | —1)
—2A(1s2s Wy Was|1s2s| —1) =2 A(1s2s Wy, |252s Vo |1) —2A(1s2s Wy |1s1s V5| 1);
S19="510"Ss0 - (A 21)
Die numerische Berechnung der auftretenden Integrale erfolgt folgendermallen. Man berechnet zuerst mit den

angegebenen Einelektroneneigenfunktionen die Funktionen X, und X, . Mit Riicksicht auf die Formeln (81 a) und
(81 b) erhdlt man

_Qi(n)
Vanr

Der nichste Schritt besteht in der Berechnung der Funktionen V,s und Wo.s. Entwickelt man 1/r;, und ry, nach
Lecexpre-Polynomen, erhilt man

g = e Q) = ek (i—1,2). (A 22)

T oo
P Polr
Vap= : / Po(r) Pg(r') dr' + / »—“(')r,—ﬂ('r)f dr’, (A 23)
0 r

wobei wir die Form (81 a) und (81b) der Funktionen s und yss beriicksichtigt haben. Man erhélt weiterhin

T T
War= 5 [ Palr) Palr) )28 +1 [ Pulr) Palr) & (A 24)
0 0
Y i NP
+ é— r? / - “f(L)r';ﬂLr)'dr -4 /Pa(r) Pg(r') r' dr’.
T T
Mit Hilfe der Funktionen P;, P, und W, berechnet man die Y; und Y,. Y; ist laut Definition (A 5) und (A 6)
1 ) 1 P _ 1 Ri(n)
Yz——'2 A(pis Wis,25) = — ) A(V;;I‘Wls’gs)- V4‘7” —
. 1 42 1 d2P; dW1s,2s dPis 1 dz
wobel R,‘: — 2* Wdriz (Pis Wh- 23) = — '*2* W1s,2s *dr:_,ls' == % d;‘ - ’2’ Pis E‘E Wls,?s .
Aus (A 24) erhdlt man
r r oo
quﬂ - 1 ’ ’ ’9 ’ ’ ’ ’ 727 ’ ’ 717 ’
T ——rgr_z‘/.Pa(r)Pﬂ(r)r dr+/Pa(r)Pﬂ(r)dr - 3r/Pa(r)P5(r) o dr
0 0 d
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4 <]
azw, 21 o PRI ’ L dr’
und dr?’“ =3 / Po(r') Ps(r') r*dr'+ [ Pa(r') Ps(r')
0 T

Nachdem die 12 Funktionen Py, Py, Q;, Qs, Ry, Rs, Vi1, Via, Vaa, Wy1, Wis und W, tabelliert worden sind,
lassen sich alle in den Matrixelementen auftretenden Integrale auf 2 einfache Integraltypen zuriickfiihren. Wir
definieren:

{futpeo folid= / hr ) VA (i fal )= [ B 0 ful) (), (A 25, 26)
0

(htaefalifarreefol D) = [ 1) o) o fal) O [ fata () o o) ()R AP dr. (A 27)
0 0

Wir wollen zeigen, wie die auftretenden A4- und B-Integrale sich aus Integralen vom Ty% (A 26) und (A 27) auf-
b

bauen lassen. A-Integrale treten auf mit p= —1, +1, +2. Wir erhalten mit einfacher Uberlegung:
Aawsh - ful @, wofuti. fm| —=1) = (PaPpfy...fu| 1Py Psfnt1...[m[0)) (A28)
+(P;1ben+l---fm[ —1 <PaP5f1~--f"lo>) s

A(Wﬂ'ﬂﬂfl---f11|1P7‘P6fn+1-~-fm|1)=?li (PaPﬂf1---fn| —1<P:-'P6fn+1---fm‘2>) (A 29)
+%(P,,P5f,,+1...fm| =1 4P Py fn|2))
+ (PaPgfy. - fu| 1Py Psfnt1.  fm|OD) + (Py Psfut1--  fm| 1 (PaPpfy...fal0D);

Awawphy- - fulyywsfatr. . fm|2) (A 30)
= (PaPpfr.. fnl2) (PyPsfrs1...fm|0) = (PyPsfnt1...fm|2) (PaPsfy...fn]0).
Die B-Integrale lassen sich einfach berechnen: B (yawgfy...fn) = (PaPpsfy...12]0). (A 31)
Wir wollen noch einige Worte iiber die in Uy und U,, auftretenden Austauschintegrale
775 ) () w579 i (r3) i r5) () oy o g (A 32)
sagen. Bezeichnet man die Winkel-Volumenelemente mit dw; , dw,, dwgs, dann erhélt man zuerst
Fia T ot (4 n) °
/ 1:1223 ity Z @iry: KD i (A.33)
1
X {(2—l+3)2 Ki+1(1,3) Ki+1(2,3) + @i=1) Ki-1(1, 3) Ki-1(2, 3)

1 1

~@i= @ i3 K-1(13) Kiv1(2,8) — (o570 gy Ki1(2, 8) Kiva (1, 3)

S—

!
T
—ys wemn 1 <lry,
wobei K;(ry,rp) die folgende Funktion ist Ki(ry,r) = ’2rl
] ,-li—l , wenn r;>T,.
1}

Setzt man (A 33) in (A 32) ein, und integriert iiber ry, r, und rg, dann erhélt man eine Reihe, die bei je-
dem [ aus einer Summe von Integralen des Typs (A 26) besteht. Das Integral (A 32) wurde von Fock, WesseLow
und PerrasHen untersucht und es wurde gezeigt, dal die erwdhnte Reihe sehr schnell konvergiert: die Glieder
mit /=1 haben den mit /=0 berechneten Wert des Integrals nur um 3% verindert. Wir haben uns bei der Be-
rechnung des Integrals (A 19) deshalb auf die Berechnung der Glieder mit /=0 beschrinkt. Da das Austausch-
integral selbst nur eine kleine Korrektur der Matrixelemente U;; und U,, ist, reicht die Genauigkeit dieser
Néherung bestimmt aus.
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